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成层非饱和土渗流的耦合解析解 

吴礼舟 1，张利民 2，黄润秋 1 
（1.成都理工大学 地质灾害防治国家重点实验室，成都 610059；2.香港科技大学 土木系，香港 九龙） 

 
摘  要：成层土在工程中很常见，研究降雨过程中成层非饱和土的渗流-变形耦合对非饱和土土力学的发展具有重要的意义。

由流体质量守恒，Darcy定律和 Lloret 等的非饱和土本构模型可得成层非饱和土渗流-变形耦合的控制方程。采用 Gardner 的
非饱和土的渗透系数公式以及 Boltzman 模型，基于 Laplace 变换得到耦合方程的解析解。解析及其参数分析表明，渗流和变

形耦合是具有时间效应的。与吸力变化相关的土的模量 F，对成层土的孔隙水压力分布有明显影响。两层土的 F 差异越大，

孔隙水压力消散得越慢，耦合效应越不显著。增大表层土的 F 值有利于降低耦合效应。成层土饱和体积含水率变化对吸力变

化产生有限的影响。 
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Analytic solution to coupled seepage in layered unsaturated soils 
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(1. State Key Laboratory of Geological Hazard Prevention and Geological Environment Protection, Chengdu University of Technology, Chengdu 610059, China; 
2. Department of Civil and Environmental Engineering, HongKong University of Science and Technology, Kowloon, Hong Kong, China) 

 

Abstract: Layered soil such as landfill and cracked soils are often found in engineering. Its coupled infiltration and deformation 
during rainfall is significant for development of unsaturated soil mechanics. Based on fluid mass conservation, Darcy’s law, and the 
constitutive model proposed by Lloret et al., coupled governing equations for seepage and deformation in unsaturated soils are 
obtained. The unsaturated coefficient of permeability is expressed using Gardner’s model and the water retention characteristics are 
expressed using Boltzman’s model. The analytic solution to the coupled equation is developed by Laplace transformation. The 
analytic solution and parameter analysis results show that the effect of coupling between unsaturated seepage and deformation is 
related with time. The modulus related to suction changes F has a marked effect on the pore water pressure. The larger the F ratio 
values for two-layer soils are, the more slowly the suction dissipates. The results indicate that a large F for the top-layer soil can 
effectively reduce the coupling effect. Volumetric moisture content changes in two-layer soils play a limited role in the suction 
distribution. 
Key words: unsaturated soil; seepage and deformation; coupling; layered soil; rainfall infiltration 
 

1  引  言 

非饱和土在地球表面广泛分布，非饱和土由土

骨架、孔隙水、孔隙气和水气膜组成[1]。降雨入渗

过程中非饱和土体中的渗流场和位移场均是变化

的，且相互影响。孔隙水压力变化导致应力变化及

非饱和土体变形；应力变化及孔隙改变反过来又影

响渗流状态[2]。因此，降雨过程中非饱和土的渗流-
变形耦合问题是一个重要的课题，成层土常见于工

程中，如垃圾、废料填埋土。干湿循环易诱发表层

土产生裂隙，因而表层裂隙的土层作为连续介质，

其渗透系数增大，与下层未出现裂隙土层一起构成

等效的成层土。研究成层非饱和土的渗流-变形耦合

对推动非饱和土土力学的发展有着重要的意义。 
关于渗流-变形耦合的数值解有不少研究[3－6]。

Kim[3]提出非饱和土地表加载引起水位波动和变形

的耦合数值模型。Thomas[4]提出了可变形的非饱和

土热、水和气转化的理论表达式。田东方等[5]提出

坡面径流-非饱和渗流分析与应力场的耦合计算方

法，并编制了相应的有限元程序。张玉军[6]从建立
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应力平衡方程、水连续性方程着手，使用 Galerkin
方法将各控制方程分别在空间域和时间域进行离散，

开发出了一个用于分析非饱和岩土介质中水-应力耦

合现象的二维弹塑性有限元程序。 
非饱和土的降雨入渗采用解析解或数值解来分

析，解析解的优点是比数值解清楚简洁[7]。学者们

已提出非饱和土渗流的解析解[8－9]。Morel-Seytoux[8]

采用 Green-Ampt 入渗公式作为基本方程获得了一

个解析解。Basha[9]使用了 Green 函数获取了规定边

界的多维非稳态解。这些解未考虑耦合效应，继而

有学者开展多场耦合解析的研究[10－11]。白冰[10]对半

无限体温度荷载下，饱和多孔介质热-水-力耦合响

应的一维情形进行研究，给出温度、孔压和位移等

的解析表达式。吴礼舟等[11]也给出非饱和土变形-
渗流耦合的解析解。而实际工程土多是非均匀的、

成层的，研究成层土的渗流就显得很有必要[7, 12]。目

前成层非饱和土的渗流-变形耦合还有待于研究。 
基于流体质量守恒、Darcy 定律和 Lloret 的非

饱和土本构模型[13]，尝试分析成层非饱和土渗流和

变形的耦合控制方程，再通过 Laplace 变换得出成

层非饱和土耦合渗流方程的解析解。通过对耦合控

制方程参数的分析，试探成层非饱和土不同土层参

数对耦合过程中孔隙水压力产生的影响。 

2  控制方程及其解析 

为了有效地分析成层土渗流和变形耦合问题，

作出如下几个假设：①每层土是均匀线弹性的；②

土结构是可变形的，水是不可压缩的；③每层土体

积改变仅因为土的变干或湿化；不考虑总应力变化

引起的体积变化；④饱和状态下的渗透系数保持一

定值；⑤不考虑土-水特征曲线的滞后性；⑥在土中

孔隙气压力为常数值。 
Lloret 等[13]提出 

   a a
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p u u u
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
 
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式中： v 为体积应变，对于一维问题， v x  ； au u
为基质吸力； ap u 为平均净应力； au 为孔隙气压

力；u 为孔隙水压力；E 为净正应力变化相关的土

的弹性模量；F 为吸力变化相关的土的模量。 
对于一维问题，由式（1）与几何方程代入力

学平衡方程，可以得出耦合变形的控制方程如下： 
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（2） 

式中：x 为高程； w 为水的重度； wS 为饱和度； w
为水密度；n 为孔隙率； s 为固体密度；g 为重力

加速度。 
根据 Darcy 定律和质量守恒定律，可获取一维

的耦合控制方程[3, 11]如下： 
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式中：k 为 x 方向上的渗透系数； w 为水的压缩率，
10 2

w 5 10 m /N   ； c 为 Biot 水力耦合系数或有

效应力系数， c0 1≤ ≤ 。 
根据假设③和假设⑥，可由式（2）得 
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将式（4）代入式（3），得 
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如忽略水的压缩性，即 w 0  ，耦合的渗流和

变形的一维问题的数学模型，即式（5）则变成 
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  （6） 

Gardner[14]将非饱和土的渗透系数表示为 
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式中： sk 为饱和状态的渗透系数； 为去饱和系数；

ae 为进气值。 
根据 Boltzman 模型[15]，体积含水率与土吸力之

间的关系为 
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基于体积含水率与饱和度的关系 w s( ) /S u  ，

再将式（7）、（8）代入式（6），可得 
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式中： vm 为相应的体积压缩的相应参数； M   

s c / F   。实际上，当 ae u  时，土体完全饱

和。因而式（10）类似于没有考虑耦合效应的

Terzaghi 固结方程。 
引入了新的变量 se

uK k  ，令 wX x ，T   
2

w s /k t M  ，从式（9）得 
2

ae2 ,   K K K u
X TX


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  
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≤       （11） 

假设土由两层组成， 0X  处为两层土的接触

界面。无量纲参数定义如下： 

1 w 1 1 w 1 1

2 w 2 2 w 2 2

1 s1 1 s1 1 s1

2 s2 2 s2 2 s2

2
1 w s

,   ,   0
,   ,   0

,   ,     
,   ,   

/

A A B B

A A B B

X x L l l x
X x L l x l
K K k q q k q q k
K K k q q k q q k

T k t M

   

   

 

  


  
   
   
 

≤ ≤

≤ ≤

  （12） 

式中： 1 、 2 分别为下层与上层土的去饱和系数；

s1k 、 s2k 分别为下、上层土的饱和渗透系数； Aq 为初

始流量，与下边界水压力一起决定初始压力分布[12]；

Bq 为上边界的降雨强度[12]。 
于是式（11）可写为 

2
1 1 1

12

2
2 2 2

22

,   0

,   0   

K K K L X
X TX

K K K X L
X TX



  
       


         

  （13） 

式中：
2
1 s1 1
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2 s2 2

k M
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
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
 。 

其控制方程由初始条件和边界条件组成，第 1
层土的初始条件为 
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第 2 层土的初始条件为 
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（15） 
下边界（ 1x l  ）的水头边界条件为 

  1 0
1 1, e uK L T              （16） 

上边界（ 2x l ）流量边界为 
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接触面（ 0x  ）的流量相等， 
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接触面（ 0x  ）的压力相等， 
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耦合作用下两层非饱和土渗流的解析解由

Laplace 变换获得[12]，其解析解为 
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（20） 
式中： 1RA 、 1RB 、 1RC 、 2RA 、 2RB 和 2RC 均是 X 
和 T 的函数。这些函数详见文献[12]。 

于是，两层非饱和土渗流-变形耦合中暂态的孔

隙水压力可由下式计算： 

 
ae

s

1, ln
e
Ku X T

k 
          （21） 

3  参数分析 

成层土为两层，每层厚各 5 m，总厚为 10 m。

初始孔隙水压力分布由式（14）、（15）来定义。底

部边界为稳定的地下水位，即 0 0u  。边界流量条

件为 s0.8q k ，其他参数分别为： 1 2A Aq q  0.006，

2 1B Bq q  0.8， 10.01 kPa  ， ae  0 kPa， s1k   
6

s2 10k  m/s。下面分别研究 F 与 s （饱和体积含

水率）对孔隙水压力分布的影响。 
3.1  F的影响 

图 1 为孔隙水压力随时间的变化图。图 1(a)中，

1F （下层土，即 0～5 m）为 10 MPa， 2F （上层土，

即 5～10 m）为 1 MPa。在图 1(b)中， 1F  1 MPa，

2F  10 MPa。除了上下层 F 不同，其他参数均相同。

图 1 显示上下层的不同 F 值对孔隙水压力分布及耦

合效应有明显的作用。图 1 显示耦合效应与时间有

关，初始入渗时考虑耦合与不考虑耦合之间的孔隙

水压力差异较小，而后孔隙水压力差随时间明显增

大，最后孔隙水压力差异减弱，直至消除。图中显

示同一时间，耦合情况下孔隙水压力运移总是比非

耦合情况下的孔隙水压力慢，是因为 F 为正值。  

2393 
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(b) (F1 = 1 MPa，F2 = 10 MPa) 

图 1  成层土 F值对孔隙水压力的影响 
Fig.1  Influence of F for two-layer soils  

on pore water pressure 

 
图 2为 50 h成层土孔隙水压力的分布图。图中，

实线表示未考虑渗流-变形耦合，虚线代表了考虑了

耦合效应。下层土的 1F  1 MPa，而上层土的 2F 分

别为 1、10、100 MPa。 2F  1 MPa 时耦合效应最明

显， 2F  100 MPa 时耦合效应最弱。图 3 显示了上

下层的 F 值差异越大，耦合与非耦合之间的差异就

越小。因而成层土的 F 值差异大有利于减小耦合效

应。在图 1(a)中 1 2/F F  10；在图 1(b)中 1 2/F F  0.1，
其他参数相同。不考虑变形-渗流耦合效应时， 1 2/F F
比值对孔隙水压力分布不产生任意影响。当考虑变

形-渗流耦合作用时， 1 2/F F 比值对孔隙水压力的运

移产生影响，图 1(a)中，50 h 时耦合情况下的孔隙

水压力比非耦合情况下的孔隙水压力运移慢，此时

耦合与非耦合之间的孔隙水压力差为 2.04 kPa；图

1(b)中，50 h 时耦合与非耦合之间的孔隙水压力差

为 0.62 kPa。这表明 1 2/F F 比值越大，孔隙水压力消

散的越慢。显然，增大表层土的 F 值有利于降低耦

合效应。  
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图 2  上层土不同 F值对孔隙水压力的影响 

Fig.2  Influence of F for top layer soils  
on pore water pressure 

 
3.2  体积含水率的影响 

图 3 描述了两层土中不同饱和体积含水率对孔

隙水压力分布的影响。图中，下层与上层的饱和体

积含水率分别为 s1  0.6， s2  0.4。图 4 显示耦合

效应与时间有关，初始阶段耦合与非耦合之间的压

力差较小，随后增大，然后再减小。这与文献[11]
的结论是吻合的。图中 50 h 时的耦合效应最突出。 
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图 3  上下层不同体积含水率对孔隙水压力的影响 

Fig.3  Influence of  for two-layer soils  
on pore water pressure 

 
图 4 为两层土中不同饱和体积含水率对位移的

作用。随着降雨入渗地表下沉，到一定时刻，沉降

开始稳定。耦合引起的沉降差异先增大，然后减小，

直至沉降稳定时消失。 
图 5 为上层土的饱和体积含水率对孔隙水压力

分布的影响，此时 t  50 h。其中，下层土的 s1 为

0.4，上层土的 s2 分别为 0.4、0.6，其他参数与上面

相同。由图可知，不考虑耦合情况下，当 s2  0.4
时孔隙水压力比 s2  0.6 时孔压小 3.45 kPa（ t    
50 h）；而考虑耦合情况时 s2  0.4 与 s2  0.6 两种
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情况下孔隙水压力相差为 3.08 kPa。上层土的饱和

体积含水率变化对吸力消散产生一定的影响。上层

土的饱和体积含水率越小，吸力消散得越快。 
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图 4  上下层不同体积含水率对位移的影响 

Fig.4  Influence of  for two-layer soils on displacement 
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图 5  上层土不同饱和体积含水率对孔隙水压力的影响 

Fig.5  Influence of s for top layer soils  
on pore water pressure 

 

图 6 为下层土不同饱和体积含水率对孔隙水压

力分布的影响，此时， t  50 h。下层土的 s1 分别

为 0.4、0.6，上层土的 s2 为 0.4，其他参数不变。

不考虑耦合情况下， s2  0.4 与 s2  0.6 两种情况

下孔压差为 0.79 kPa；而考虑耦合时 s2  0.4 与

s2  0.6 之间的孔压相差为 0.68 kPa。此时饱和体

积含水率大意味着孔隙水压力运移得慢。在图 5、6
中，两层土的饱和体积含水率相同（ s1 s2   0.4）
时，50 h 时耦合与非耦合之间的孔隙水压力差为

2.15 kPa，当两层土的饱和体积含水率不同（ s1  0.6，

s2  0.4）时，其孔压差为 2.04 kPa。当上层土饱和

体积含水率（ s2 ）保持不变，下层土饱和体积含水

率（ s1 ）变化对耦合效应产生很小的作用，基本上

可忽略。 
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图 6  下层土饱和体积含水率对孔隙水压力的影响 

Fig.6  Influence of s for bottom-layer soils  
on pore water pressure 

4  结  论 

（1）F 与 s 对成层非饱和土的孔隙水压力分布

产生影响。与 s 相比较，F 值引起的耦合效应更为

显著。 
（2）耦合效应与时间有关，入渗初期耦合与

非耦合之间的孔隙水压力差较小，尔后孔隙水压力

差随时间逐渐增大，最后孔隙水压力差异减弱，直

至消除。对于同一时间，耦合情况下的孔隙水压力

运移总是比非耦合情况下的孔隙水压力慢，是因为

F 为正值。 1F 和 2F 比值越大，孔隙水压力消散得越

慢。显然，增大表层土的 F 值有利于降低耦合效应。 
（3）上层土的饱和体积含水率变化对吸力消

散产生一定的影响。上层土的饱和体积含水率越小，

吸力消散得越快。当上层饱和体积含水率保持不变

时，下层的饱和体积含水率变化对耦合效应产生很

小的影响，可忽略。 
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