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考虑渐近状态特性的超固结土本构模型 

罗  汀，侯  伟，姚仰平 

（北京航空航天大学 交通科学与工程学院，北京 100191） 
 

摘  要：基于超固结土的 UH 模型，结合渐近状态概念，将适用于饱和砂土的渐近状态本构模型推广为考虑渐近状态特性的

超固结土本构模型，用于描述土的超固结性和渐近状态特性。通过采用变换应力方法实现了模型的三维化。新提出的本构模

型简单、参数较少，与剑桥模型相比，仅增加了一个材料参数，即伏斯列夫面斜率。该模型能够合理反映超固结土的硬化、

软化、临界状态、剪缩、剪胀、应力路径依赖性、渐近状态等特性。 
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An asymptotic state constitutive model for overconsolidated clays 
 

LUO Ting，HOU Wei，YAO Yang-ping 
（School of Transportation Science and Engineering, Beihang University, Beijing 100191, China） 

 

Abstract: Based on UH model for overconsolidated (OC) clays and the concept of asymptotic state, an asymptotic state constitutive 
model for saturated sand is developed to be an asymptotic state constitutive model for overconsolidated clays to describe the 
overconsolidated and asymptotic state behaviors of clays. The proposed model can be applied conveniently to three-dimensional 
stress states by using transformed stress method. Compared with Cam-clay model, the proposed model is simple, and it only requires 
one additional soil parameter which is the slope of the Hvorslev envelope. The model can model many characteristics of clays well, 
including strain hardening and softening, critical state, stress dilatancy, path dependency, and asymptotic state behaviour. 
Key words: asymptotic state; overconsolidated clays; constitutive model; three-dimension 
 

1  引  言 

天然土体一般具有超固结性质。与正常固结土

相比，超固结土具有剪缩、剪胀、硬化和软化等特

性。同时，天然地基中的土体通常是在某种约束下 
受力而发生变形的，该变形约束条件将使土体产生

不同的应力-应变规律，最终达到某一个极限值，即

渐近状态。为了合理地描述天然土的超固结性和渐

近状态特性，国内外学者分别在这两个方面作了诸

多的研究工作。Pender[1]在深入认识超固结土变形

机制的基础上提出了超固结土本构模型。Dafalias
等提出了边界面模型[2]，用来描述超固结土的特性；

在边界面理论的框架下，Hashiguchi 等提出了下加

载屈服面的概念，并将其应用于金属材料和岩土材

料的本构模型中[3]。Asaoka 等将下加载面的概念与

剑桥模型相结合[4]，并提出了上加载面概念，将其

应用于超固结土和结构性土，以反映其应力-应变特

性[5]；渐近状态的概念最早是由 Gudehus 等[6]提出

的。Chu 和 Lo[7]根据大量的试验研究结果得出了渐

近状态线的表达式。由于目前的研究成果主要是对

超固结性和渐近状态特性分别进行研究，故不能从

本质上揭示两者的共同作用对土的变形特性的影

响。 
姚仰平等提出了超固结土模型[8-9]，该模型能够

反映超固结土的硬化、软化、临界状态、剪缩、剪

胀和应力路径依赖性等特性。与剑桥模型相比，该

模型仅增加一个材料参数，即伏斯列夫面斜率 Mh，

它可通过常规试验较容易地确定。针对土的渐近状

态性质，作者等在深入研究不同路径条件下的试验

结果基础上，通过考虑部分塑性体积应变与塑性剪

应变耦合作用，提出了考虑土渐近状态特性的本构

模型[10]，它可以同时描述应力路径和应变路径对变
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形特性的影响。本文基于超固结土的 UH 模型，结

合渐近状态概念，将适用于饱和砂土的渐近状态模

型推广为考虑渐近状态特性的超固结土本构模型，

以描述超固结土在不同路径下的应力-应变特性。 

2  建立考虑渐近状态特性的超固结
土本构模型 

2.1  模型的屈服面 
为了反映超固结土在整个应力变化过程中超

固结程度会逐渐减弱的趋势，采用参考屈服面和当

前屈服面来描述。参考屈服面为参考应力点 B 所在

的屈服面；当前屈服面为当前应力点 A 所在的屈服

面，如图 1 所示。 
 

 
图 1  当前屈服面和参考屈服面 

Fig.1  Current yield surface and reference yield surface 
 

通过在参考屈服面和当前屈服面的硬化参数

中考虑部分塑性体积应变的影响，来描述土的渐近

状态特性。当前屈服面可表示为 
2

c
p p 2

0

(1 ) ln ln 1 0
x

pf c c H
p M


 

      
 

 （1） 

式中： p 为当前应力点上的平均主应力； q为该点

上的广义剪应力； xp 为当前屈服面与 p 轴的交点；

0xp 为初始状态时的当前屈服面与 p 轴的交点；

   p 01c e    ；为等向压缩线的斜率； 为

等向回弹线的斜率； 0e 为初始孔隙比；M 为特征  
状态和临界状态应力比； 为应力比；耦合硬化参

量 cH 可表示为[11－13]： 
4 4

c pcf
v4 4 dMH

M








            （2） 

为了合理地描述超固结土在等向条件下的特

性，将非耦合的硬化参量 uncH 表示为[10]： 
4

unc puncf
v p4

1d dMH c p
pM

           （3） 

式中：对于黏土， 1 /M    3( )  ，  为耦

合参量，见文献[10, 14]。潜在强度 fM 的表达式   
为[8]： 

 f h
1 1M M M M
R

     
 

      （4） 

式中： hM 为伏斯列夫面的斜率；R 为超固结参数。 
参考屈服面的表达式为 

 
2

pc
p p v2 2

0

1 ln ln 1 0
x

p qf μ c c
p M p


 

      
 

 （5） 

式中： p 为参考应力点上的平均主应力； q 为该点

上的广义剪应力； 0xp 为初始状态时的参考屈服面

与 p 轴的交点； pc
vε 耦合塑性体积应变。 

由式（5）可得： 

 
2

pc
0 v 2 2

p

1 1exp ln 1
1x

qp p
c M p


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 （6） 

由于R p p q q  ，故超固结参数R 为 

 
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pc
v 2

0 p

1 1exp ln 1
1x

pR
p c M





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 （7） 

对于正常固结土，由于 p p 、q q 、 0 0x xp p
和 1R  ，根据式（1）和式（5）， c pc

vH ε ，故当

前屈服面和参考屈服面重合，即当前屈服面函数表

达式（1）和参考屈服面函数表达式（5）相同。 
2.2  模型的塑性势面 

采用非相关联流动法则，当前应力点所对应的

塑性势面为 
2

2 2ln ln 1 0
x

p qg
p M p

 
    

 
      （8） 

式中： xp 为当前塑性势面与 p 轴的交点。 

3  模型预测分析 

3.1  在 p 为常数路径下的应力应变关系 
图 2为 p为常数时不同超固结度土的应力-应变

关系，由图可知，当 1OCR  时，加载中有下降段，

即 d 0q  ，此时的加卸载准则与d 0q  不同。 
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图 2  p=常数条件下超固结土的应力-应变关系 
Fig.2  Relationships of stress-strain of OC clays  

under p=constant 
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（a）OCR =8 
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（b）OCR =1 

图 3  在 p=常数条件下 Mf与 关系 
Fig.3  Relationships between Mf and  under p=constant 

 

图 3（a）和（b）为 p 等于常数试验条件下 d - 
和 d f-M 预测曲线，由计算可知，当应力比 超过

峰值点后， d 0q  ， d 0xp  ，此时 fM  ，所以

此时d 0xp  表示的屈服面减小不是卸载，仍然是加

载。图中分别表示了 8OCR  和 1OCR  的预测曲

线，在 的峰值处应力比 与潜在强度 fM 相交， 
超过峰值后， fM  ，此时仍然是加载软化。 
 
 
 

3.2  v 1d d n   路径下的的应力应变关系 

v 1d d n   表示不同的约束条件。n =0 对应着

不排水条件，n =1 对应着一维固结条件，所建立的

本构模型可以预测不同超固结度、约束条件的应力-
应变关系。 

图4、5为OCR =1和OCR =8的超固结土在 vd / 

1d  0、0.5、1 应变路径条件下的应力-应变曲线，

模型参数为 0.812  、 0.093  、 1.1M  ，

h 0.8M  ， 0.3  ，此外， 0 0.707e  、 0.586  。

由图 4、5 可见，沿任何应变路径超固结土均具有较

高的强度，并表现为软化特性，但最终能和正常固

结土对应着相同的渐近状态应力比。 
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图 4  n 值不同应力-应变关系比较 
Fig.4  Stress-strain relations with different values of n 
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（a）n =0                              （b）n =0.5                               （c）n =1 

图 5  超固结土和正常固结土应力-应变关系比较 
Fig.5  Relationships of stress-strain between OC clay and NC clay 
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图 6 为 n =0、0.5 和 1 与 0.586  条件下分别

采用超固结土模型（图中虚线）和本文建立模型（图

中实线）预测的应力-应变曲线。由图可见，超固结

土比正常固结土有较高的峰值强度；新模型的渐近

线高于超固结土模型的渐近线。 

 

 
（a）n =0  

 

（b）n =0.5 

 
（c）n =1   

图 6  两种模型预测结果比较 
Fig.6  Comparison between predicted results by  

using two models 

4  基于 SMP 准则的变换应力方法 

为了准确地描述土的三维应力状态下的变形和

强度特性，本文基于 SMP 强度准则，将一般应力   
空间的应力张量变换成变换应力空间的应力张   
量[15－19]。 

 c
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


 


    （10） 

式中： ij 为 Kronecker 符号； 1I 、 2I 和 3I 分别第 1、
第 2 和第 3 应力不变量。 

5  变换应力空间的本构关系 

5.1  变换应力空间的本构方程 
在变换应力空间，参考屈服面 f 为 

2
p

p p v2
0

(1 ) ln ln 1 0
x

pf c c
p M

 
 

      
 




 （11） 

式中：在变换应力空间 p 为参考应力点的平均主应

力； 0xp 为初始状态时的参考屈服面与 p 轴的交点；

 为该点的应力比。 
变换应力空间的当前屈服面 f 和相应的塑性

势面 g 可表示为 

2
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其中： 
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式中：在变换应力空间 p 为当前应力点上的平均主

应力；为该点的应力比； 0xp 为初始状态时的当

前屈服面与 p 轴的交点； cH 为耦合硬化参量；R 为
超固结参数。 
5.2  弹性应变增量和塑性应变增量 

总应变增量 d ij 为弹性应变增量 ed ij 和耦合的

塑性应变增量 pcd ij 和非耦合的塑性应变增量 puncd ij
之和，其表达式如下： 

e pc puncd d d dij ij ij ij            （14） 

（1）弹性应变增量 
根据广义虎克定律求得弹性应变增量如下： 

e 1d d dij ij mm ijE E
 

   


        （15） 

式中： 为泊松比，弹性模量E 可表示为 

  03 1 2 1 e
E p




 
          （16） 

式中： 0e 为 0p p 对应的初始孔隙比。 
（2）塑性应变增量 
耦合的塑性应变增量 

pcd ij
ij

g





 
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             （17） 

由式（12）得： 

 
2 2 2

2 2 2
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      

 
 
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                                       （18） 

非耦合的塑性应变增量 

4
punc

p 4
f

1d d
3ij ij

Mc pδ
pM

  


        （19） 

对于正常固结土，并当沿着 p 为常数应力路径

剪切时，由式（19）求得的非耦合塑性应变增量为

0，屈服函数式（12）中的第一项也不起作用，所以

这时该模型将退化为剑桥模型。 
5.3  加卸载准则 

为了描述在复杂应力路径条件下土的应力-应
变特性，采用加卸载准则来区分软化和卸载状态。

软化时屈服面收缩，土体表现为弹塑性变形，而卸

载时屈服面位置也收缩，土体却表现为弹性变形[20]。 
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

  








加载

中性变载

卸载

    （20） 

式中： e
ijklD 为弹性刚度矩阵。 

6  模型预测与验证 

图 7 为采用本文所提出模型预测的正常固结土

在 3 为常数条件下的预测曲线和试验数据的比较。

通过两者的比较可以看出：由于在模型中采用了渐

近状态的概念，本文所提出模型能够较好地描述 3
为常数条件下的土应力应变关系。 
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图 7  3为常数条件下的预测曲线与试验数据比较 

Fig.7  Comparison between predicted results and test data 
under 3 =constant 

 
图 8 为采用本文提出的本构模型预测的

Fujinomori 黏土 p 为常数的排水三轴压缩条件的应

力应变曲线与试验结果[20]的比较。其中，实线为所

建立本构模型的预测曲线，圆圈为试验结果。

OCR=1、2、4 时，平均主应力为 196 kPa，OCR=8
时，平均主应力为 98 kPa。由图 8（a）可见，当

OCR=1，土为正常固结土，当沿着 p 为常数的应力

路径剪切时，本模型退化为剑桥模型（见 5.2 中的

论述），随着超固结度增大，土的峰值强度增高，土

的剪胀程度增大，见图 8（b）～（d）。与文献[8]
相比，所建立本构模型能够更好地预测出相应的应

力-应变变化规律。 
参照文献[8]，模型参数 =0.3、 0/(1 )e  = 

0.050 8、 0/(1 )e  =0.011 2。在本文中参数M 、 hM
和 μ 的取值依据为：通过对 Fujinomori 黏土试验结

果的分析知，M 取值范围为 1.34～1.42，从图 8（a）
的模型预测可以看出，取M =1.36 的预测与试验结

果更接近； hM 为伏斯列夫线的斜率，它是不排水
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应力路径包线的斜率，由于试验结果的随机性，该

参数会在某一较小的范围内浮动，对于 Fujinomori
黏土，与考虑渐近状态特性的超固结土本构模型相

匹 配 的 参 数 h 0.8M  ； 0 418μ . 由 公 式

1 [3( )]M      求得。 
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（a）OCR =1 
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（b）OCR =2 
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（c）OCR =4 
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（d）OCR =8 

图 8  p 为常数的排水三轴压缩试验数据与预测曲线比较 
Fig.8  Comparison between predicted results and test data 

in triaxial compression test with p=constant 

7  结  语 

为了合理描述土的超固结特性和渐近状态特

性，本文基于超固结土模型，结合渐近状态概念，

将适用于饱和砂土的渐近状态模型发展为能够描述

不同应力路径下土的考虑渐近状态特性的超固结土

本构模型。采用变换应力方法对模型实现了三维化。

通过对正常固结土的 3 为常数的路径、超固结土的

三轴压缩条件下试验数据的合理预测，表明了所建

立本构模型能够合理反映超固结土的硬化、软化、

临界状态、剪缩、剪胀、应力路径依赖性和渐近状

态等特性。 
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