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证据理论框架下主动学习代理模型驱动的
CFD 模拟不确定性量化方法
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摘　要：计算流体力学（CFD）模拟中存在模型参数、数值离散和边界条件等诸多形式各异的不确定因素。鉴于证据理论

具有灵活的建模框架，且能同时量化 CFD模拟中的随机和认知不确定性，基于其提出了一种证据理论框架下主动学习

代理模型驱动的 CFD模拟不确定性量化方法，以较少的 CFD仿真模型调用次数实现对 CFD模拟结果的不确定性量

化。该方法采用最优最大最小距离策略生成空间分布良好的候选样本点，通过动态熵权-TOPSIS主动学习策略平衡了

代理模型的全局探索、局部开发和鲁棒性。此外，提出基于 Hartley测度和 Jousselme距离的复合收敛准则以判断终止代

理模型训练的时间并量化输出响应的不确定性。最后，以采用 NASA SC(2)0410翼型剖面的超临界机翼流场 CFD模拟

为例，分析来流参数和湍流模型参数的不确定性对机翼输出响应升阻比的不确定性量化结果。
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Abstract: Computational Fluid Dynamics (CFD) simulations are subject to various uncertainties, stemming
from factors such as model parameters, numerical discretization, and boundary conditions. Given the flexibility
of  the  evidence  theory  in  modeling  both  aleatory  and  epistemic  uncertainties  in  CFD  simulations,  this  article
introduces an active learning surrogate model-driven approach for uncertainty quantification in CFD simulations.
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This method aims to properly quantify the uncertainty of CFD simulations using minimal simulation model calls
while achieving accurate uncertainty quantification results. The method utilizes the optimization-based max-min
distance strategy to generate well-distributed candidate sample points. Moreover, it employs a dynamic entropy-
weighted TOPSIS multi-criteria decision analysis to balance the surrogate model’s exploration, exploitation, and
robustness.  Additionally,  this  article  proposes  a  composite  convergence criterion,  combining Hartley's  measure
and  Jousselme  distance,  to  formulate  the  stopping  criterion  of  the  surrogate  model.  Finally,  taking  the  CFD
simulation of the flow field of a supercritical wing with a NASASC(2)0410 airfoil as a case study, the uncertainty
quantification of lift-to-drag ratio due to uncertainties in inflow and turbulence model parameters is conducted.

Keywords: Computational  Fluid  Dynamics； uncertainty  quantification； evidence  theory； active  learning；
based surrogate model；dynamic entropy-based weighted-TOPSIS

 

0    引　言

随着数值仿真、高性能计算等技术的发展，计算

流体力学（Computational Fluid Dynamics, CFD）方法在

航空、航天等领域得到了广泛应用 [1]。然而，由于知

识不完备、试验样本匮乏和建模过程的模型简化，导

致 CFD模拟分析中不可避免地存在不确定性 [2]。例

如，CFD模拟采用湍流模型计算机翼表面流场参数，

但湍流模型参数往往来源于有限次的试验标定、经验

假设 [3]，致使湍流模型参数具有不确定性，从而导致

CFD模拟结果的不确定性。

传统 CFD模拟不确定性量化方法将不确定性因

素假设为概率分布或区间。Du等[4] 考虑马赫数和翼

型指定位置升力系数服从均匀分布，利用效用理论

（utility theory）构建 RAE2822翼型气动优化问题的目

标函数，获得了具有最小平均阻力系数和最小平均阻

力系数标准差的翼型气动性能 CFD模拟结果。

Zhao等[5] 考虑 k-ω SST湍流模型参数为区间数，分析

了湍流模型参数对高速飞行器外表面压力系数和热

通量的灵敏度。但是，上述方法并不能综合量化 CFD
模拟中的不确定性因素。

证据理论方法是对经典概率论和区间理论的扩

展，采用更通用的框架描述不确定性信息。由于证据

理论能够有效地表征随机和认知不确定性，且在满足

一定条件时可与概率分布、区间数、模糊数和粗糙集

等进行等效转化，近年来被广泛应用于结构不确定性

量化和可靠性分析中 [6]。鉴于证据理论独特的优势，

本文将利用证据理论量化 CFD模拟中的不确定性。

证据理论框架下的 CFD模拟不确定性量化包含两大

部分：输入参数不确定性量化、输出响应不确定性评

估。前者将 CFD模型输入参数表征为证据结构，后

者又被称为不确定性传播。然而利用传统 CFD模型

进行证据变量传播的时间成本难以接受，因此需要开

发证据理论框架下的代理模型主动学习策略实现证

据理论框架下的 CFD模型的不确定性传播。

本文提出了一种证据理论框架下主动学习代理

模型驱动的 CFD模拟不确定性量化方法，采用最优

最大最小距离（ optimization-based  max-min  distance,
OMD）策略生成空间分布良好的候选样本点，设计了

动态熵权-TOPSIS主动学习函数，综合了探索性、开

发性和鲁棒性 3个混合加点准则，兼顾了代理模型训

练过程中的全局探索、局部开发和鲁棒性。此外，传

统的主动学习代理模型在没有获得准确的全局解时

进行不确定性传播，此时得到的结果误差较大且易产

生错误的加点方向。为此，本文提出了基于证据信息

的全局收敛准则，第一阶段只加点而不进行不确定性

传播。加点范围为输入变量的最大取值范围，通过优

化计算输出响应区间的中心和半径，当二者分别收敛

时进入第二阶段。第二阶段结合了 Hartley测度[7] 和

Jousselme距离 [8] 证据不确定性度量指标，以构成复

合收敛准则，作为判断是否结束加点的依据。

最后，针对 NASA SC(2)0410超临界机翼跨声速

飞行流场 CFD模拟，本文利用证据变量量化来流参

数和湍流模型参数的不确定性，通过主动学习策略构

建 CFD代理模型，计算输出响应升阻比，并展示了证

据理论相较其他不确定性表征数学方法的优越性。 

1    理论基础
 

1.1   证据理论

Ω = {x1, x2, · · · , xN}
xi (i = 1,2, · · · ,N)

证据理论（evidence theory）最初被用于描述事件

发生的可能性 [9]。记 为辨识框架，

表示事件。证据理论将事件发生的

可能组合表示为幂集 2Ω：

2Ω = {∅, {x1}, {x2}, · · · , {xN}, {x1, x2}, {x2, x3}, · · · ,Ω} (1)

∅式中， 表示空集，幂集中每一个元素或事件发生可

能称为焦元（focal element, FE），记做 A。各焦元发生的

可能性用基本概率分配（basic probability assignment，
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m(A)BPA） 表示，且满足以下条件：

m(∅) =0,∑
A∈2Ω

m(A) =1 (2)

Bel(A) Pl(A)

与概率论不同的是，证据理论用信度函数

和似真函数 度量事件 A 发生可能性的下

界和上界：

Bel(A) =
∑

A,B∈2Ω,B⊆A

m(B)

Pl(A) =
∑

A,B∈2Ω,B∩
A,∅

m(B) (3)

[Bel(A),Pl(A)] A

Pl(A)−Bel(A)

从而， 组成了关于事件 的不确定性大

小的区间，且 表示事件 A 的认知不确定

性大小。 

1.2   代理模型

代理模型是用于替代复杂仿真模型的近似数学

模型，通过少量已知的输入输出样本构建而成。在证

据理论框架下，CFD模拟的不确定性传播涉及大量

的极值优化计算，这些优化计算需与原始仿真模型进

行大量迭代运算，造成巨大的计算负担。因此，构建

CFD模拟的代理模型可以显著减少对复杂仿真的调

用，从而有效地进行不确定性传播。常见的代理模型

包括高斯过程代理模型 [10]、径向基函数代理模型 [11]

和支持向量回归代理模型[12] 等。为比较不同模型的

传播效果，本文将对这 3种模型的不确定性量化结果

进行定量对比分析。下面先对 3种代理模型的数学

理论进行介绍。

X = x1, x2, · · · , xn Y =

y1, y2, · · · , yn

高斯过程（Gaussian process, GP）代理模型是一种

基于贝叶斯统计的方法。它假设所有的函数点都是

从一个相同的多元正态分布中抽取的，这使得不仅可

以预测输入变量与输出变量之间的关系，还可以量化

预测的不确定性，其假设函数的先验分布是高斯分

布，即每一点的函数值均服从多元高斯分布。对于任

意的输入样本集 ，对应的输出

服从以下联合高斯分布：

Y ∼ N(µ(X),Σ(X)) (4)

µ(X) µ(X) = 0

Σ(X)

k(xi, x j)

式中： 是均值函数，通常可以假设为零（ ）

或基于数据拟合得到的线性模型； 是协方差矩

阵，由核函数 确定。核函数描述了输入空间中

点与点之间的相似度，常用的核函数包括线性核、多

项式核和指数型核等。由于平方指数核能够捕捉连

续空间中平滑函数特性，并且拟合得到的代理模型足

够光滑且无限可导，所以本文选取平方指数核函数作

为计算协方差矩阵的核函数，即：

k(xi, x j) = σ2exp

−
∥∥∥xi− x j

∥∥∥2

2l2

 (5)

xi x j

∥∥∥xi− x j
∥∥∥

xi x j l

σ2

x∗ y∗

式中： 和 表示输入空间中的两个点， 表示

样本点 和 之间的欧氏距离； 是长度尺度参数，可

以控制函数的平滑程度，其值越大，生成的函数越平

滑； 表示振幅参数，其决定函数输出的变化幅度。

对于新的输入点 ，高斯过程预测输出 的分布为：

p(y∗ | x∗,X,Y) ∼ N(µ∗,σ2
∗) (6)

µ∗ σ2
∗预测均值 和方差 表示如下：

µ∗ = kT
∗ [K+σ2

nI]−1y (7)

σ2
∗ = k(x∗, x∗)− kT

∗ [K+σ2
nI]−1 k∗ (8)

k(x∗, x∗)

k∗ x∗

K

I σ2
n

式中， 是新输入点的先验协方差，表明在该新

输入点上的先验不确定性； 是新试验点 与训练数

据点集 X之间的协方差向量， 是训练数据点集的协方

差矩阵， 表示单位矩阵， 表示观测噪声的方差。

径向基函数（radial basis function, RBF）代理模型

的任何一个预测点的函数值可以表示为所有中心点

函数值的加权和，一般可以表示为：

f (x) =
N∑

i=1

λiϕ(∥x− xi∥) (9)

x xi i λi ϕ式中， 是预测点， 是第 个中心点， 是待定系数，

是径向基函数，通常采用如下形式的高斯函数表示：

ϕ(r) = exp(−(βr)2) (10)

r = ∥x− xi∥
β

式中： ，表示预测点到中心点的欧氏距离；

表示形状参数，控制函数的平滑度。

f (x) = wTϕ(X)+b (xi,yi)

|yi− f (xi)| w b

ϕ(X)

∥w∥2 ε

支持向量回归（support vector regression, SVR）代
理模型的基本思想可以理解为，求解一个函数

，使得对于所有训练数据 ，误

差 都不超过给定的误差阈值。其中 和 分

别表示两个模型参数， 是将输入数据映射到高维

空间的函数。SVR的目标是最小化模型的复杂度，即

，同时保证大部分数据点的预测误差小于 。因

此通常通过求解以下优化问题实现：

minw,b
1
2
∥w∥2+C

N∑
i=1

(ξi+ ξ∗i )

s.t. yi− (wTϕ(xi)+b) ⩽ ϵ + ξi,
(wTϕ(xi)+b)− yi ⩽ ϵ + ξ∗i ,
ξi, ξ

∗
i ⩾ 0, for all i = 1, · · · ,N.

(11)

ξi ξ∗i式中： 和 是松弛变量，用来处理不可能严格在边

88 空    气    动    力    学    学    报 第 42 卷



ϵ C际 内的数据点； 是一个正则化参数，用来平衡模型

的复杂度和训练误差。 

2    证据理论框架下 CFD 不确定性量化

CFD模拟结果的不确定性通常由模型形式不确

定性（湍流模型、化学反应模型、状态方程等）、模型

参数不确定性（模型参数、来流条件、外形参数等）、

数值解偏差和模型预测以及后处理误差等引起。从

不确定性来源角度来看，可以将上述不确定性分为随

机不确定性和认知不确定性[13]。

κ

本文选用证据理论量化 CFD模拟中的不确定

性。证据变量是一种在连续空间取值的证据理论表

述形式[14]，证据理论采用了专家打分的思想，在试验

数据的邻域划分焦元区间，并通过专家评判给每个焦

元进行 BPA赋值。例如，通过 4次实验室和大气近

地面试验测量 ，卡门常数 的取值为 0.39、 0.41、
0.43和 0.45[15]，由于实验数据较少，工程人员可以根

据经验推测将其作为证据的区间焦元中心，其卡门常

数的取值落在 4个可能的区间上，从而得到关于卡门

常数的辨识框架，如图 1所示。

由于 CFD模拟中变量的不确定性通常表现为在

其名义值附近小范围的波动，即区间形式，所以本文

中用于数值模拟不确定性传播的输入变量的辨识框

架仅考虑区间形式。

一般来说，用于量化 CFD模拟参数的不确定性

证据变量由区间及其对应的 BPA表示，包括贝叶斯

证据变量、嵌套证据变量和重叠证据变量 3种类型。

值得注意的是，嵌套和重叠的证据变量可以转换为

Bayesian证据变量，详见文献 [16]。

y = g(x1, x2, · · · , xn)

xi (i = 1,2, · · · ,n)

xi [xi, ji ] ( ji = 1,2, · · · ,nxi )

针对图 1所示的辨识框架，根据专家经验确定了

不同焦元的 BPA后得到的证据结构即为 Bayesian证
据变量。而输入证据变量的不确定性可通过 CFD传

播至输出响应，并利用响应的累积信度函数（cumulative
belief  function,  CBF） 和 累 积 似 真 函 数 （ cumulative
plausibility function, CPF）量化响应结果的不确定性。

假设函数 表示从 n 维输入证据变量

到输出响应的映射函数。其中证据变

量 的焦元表示为 。证据变量的

不确定性通过在输入联合焦元构成的证据空间内进行

[y
k
, ȳk] (k = 1,2, · · · ,nx1 ×nx2 × · · ·×nxn )

nx1 ×nx2 × · · ·×nxn

极值运算得到输出响应焦元，实现传播。具体而言，

输出的响应焦元

通过求解 次优化模型得到，即：

[y
k
, ȳk] =min/max

x1,x2,··· ,xn

g(x1, · · · , xi, · · · , xn)

s.t. xi ∈ [xi, ji ]
for ji = 1,2, · · · ,nxi ,k = 1,2, · · · ,nx1 ×nx2 × · · ·×nxn (12)

y
k

ȳk k

[y
k
, ȳk]

式中， 和 表示第 个响应焦元的上界和下界。响

应焦元 的基本概率分配通过式（13）计算：

m([y
k
, ȳk]) =

n
⊕

i=1
mi↑Ω1, 2, ··· , nx1 ×nx2 ×···×nxn

([xi, ji ])

=

n∏
i=1

mi([xi, ji ]) for ji = 1,2, · · · ,nxi (13)

mi↑Ω1,2,··· ,nx1 ×nx2 ×···×nxn

Ωi Ω1,2,··· ,n

式中 表示将第 i 个变量的识别框架

映射到联合识别框架 空扩展 y 运算。得到

输出响应的证据结构后，分别通过累积信度函数和累

积似真函数量化输出的不确定性[17]：

CBF(y) =Bel(ỹ ⩽ y)

=

nx1×nx2×···×nxn∑
k=1

m([y
k
, ȳk])δ(ȳk ⩽ y) (14)

CPF(y) =Pl(ỹ ⩽ y)

=

nx1×nx2×···×nxn∑
k=1

m([y
k
, ȳk])δ(y

k
⩽ y) (15)

δ ȳk ⩽ y y
k
⩽ y

y Ωy

式中： 表示狄利克雷函数，当 或者 时，

函数值取 1，否则为 0； 表示响应范围 内的离散

变量。 

3    面向全局近似的主动学习代理模型

主动学习加点策略直接影响代理模型建模效率

和建模精度，因此加点准则至关重要，本文采用多属

性混合加点准则进行新增样本点选择。所提出的证

据理论框架下不确定性传播代理模型的建模策略基

本思想如下：首先，在 CFD模拟输出证据空间内进行

少量的均匀采样，选取初始训练样本点构建初始高斯

过程代理模型。然后，对每个训练样本点的未探索程

度、非线性程度和鲁棒性进行评估，并利用这些属性

的熵信息依据 TOPSIS决策[18] 模型确定权重矩阵，以

识别敏感样本区域。接着，采用委员会查询策略

（query by committee, QBC）添加新的样本点。

由于初始代理模型精度较低，直接利用其进行不

确定性传播结果不准确，因此本文提出基于证据信息

 

m({κ1})

κ1=[0.38,0.40] κ2=[0.4,0.42] κ3=[0.42,0.44] κ4=[0.44,0.46]

m({κ2}) m({κ3}) m({κ4})

图 1    卡门常数的辨识框架

Fig. 1    Framework of discerning Karman constant
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的全局收敛准则以提高传播效率。首先，在第一阶段

的迭代过程中，计算全局优化的最大值和最小值组成

第一阶段的迭代特征向量。当迭代特征向量收敛后，

表明代理模型的全局精度已足够，此时才进行不确定

性传播。随着迭代继续进行，进一步通过计算每次迭

代得到的证据结构的 Hartley测度和相邻两次迭代证

据结构的 Jousselme距离组成新的迭代特征向量。最

后，通过比较迭代特征向量的相对修正结果作为终止

准则，从而实现利用少量的试验点实现 CFD模拟不

确定性的高效传播。 

3.1   混合加点准则

y = g(X1,X2, · · · ,Xn)

m = 4n

m

C =
{(

x j, y j
) ∣∣∣y j = g

(
x j

)
, j = 1,2, · · · ,m}

对于一个 n 维响应函数 ，根据

Loeppky等 [19] 提出的初始样本点数经验公式 ，

利用拉丁超立方采样（Latin hypercube sampling, LHS）
生成 个初始样本并得到对应的输出，从而获得初始

样本集合 和初始

的高斯过程代理模型。 

3.1.1    基于 Voronoi单元相对大小的探索性指标

D(0) = {x1, x2, · · · , xnD(0) }
D′(0) = {x′1, x

′
2, · · · , x

′
nD(0)
}

NCand NCand = 80

L′C(0) = ∅ Dknown =

D′(t−1)
∪L′C(t−1) IX

Dmin(x′) = min
x′∈IX ,x′ i∈Dknown

∥x′− x′known∥NCand

样本点的探索性是量化已知样本点附近样本密

度的指标，是对模型训练点的未知程度的量化。较低

的探索性指标表明训练点附近的采样数量较低，因此

需要重点考虑增加采样点。Voronoi图 [20] 是一种被

广泛应用于计算机图形学、路径规划等领域的数学结

构，它基于一组给定的点在平面（空间）内划分区域，

使得每个点的区域内的任何位置都比其他点的区域

更靠近该点。因此，Voronoi单元的相对大小成为量

化每个样本点未探索区域大小的理想指标。然而，

Voronoi划分通常会产生不规则的多边体，这使得计

算 Voronoi单元的相对大小较为困难，传统方法多采

用 LHS生成大量候选样本点，通过比例近似来估计

Voronoi单元的相对大小。针对高维问题，这种方法

不仅需要产生大量的候选样本点，而且生成的候选点

邻近性较高，导致 Voronoi单元的评估效率和精度较

低，并且会降低后续新增样本点的质量。因此本文提

出最优最大最小距离策略来迭代生成空间分布良好

的候选样本点。该策略通过最大化候选样本点与已

知训练样本的距离来生成候选样本。对于初始训练

集 ，对其进行归一化处理得到

，设置每次迭代生成的候选样

本点数目为 ，本文取 ，其值随着问题

维数的增加可适当增大。同时，令 ，

，通过在归一化空间 内迭代求

解对优化问题

NCand

LC(t)

次后，将得到的 个样本点重映射到原来的样本

空间后，得到候选样本点集 。图 2给出了提出的

候选样本点策略与传统的 LHS方法的采样结果。

 
 

(a) LHS法

(b) 本文候选样本点策略

已知训练点 OMD策略生成的候选样本LHS超立方抽样生成的候选样本

图 2    提出的候选样本点生成策略效果图

Fig. 2    Results of the proposed candidate sample
generation strategy

 

LC m Qi(xi), i =

1,2, · · · ,m i

xi Pue(xi)

从图 2中可以看出，所提方法能在少量的样本点

下近似出 Voronoi单元的相对面积，并且生成的样本

点在每个 Voronoi单元内都具有较低的邻近性，为后

续新增样本点的选择做下了铺垫。在得到每个已知

训练点的 Voronoi单元和候选样本点集后，通过将候

选样本集 拆分为 个子集，每个子集

的元素由候选样本集中最邻近第 个训练样

本 的点组成。因此，每个训练点的探索指标

表示为：

Pue(xi) =
NQi

NLC

(16)

NQi NLC
Qi LC式中， 和 分别表示集合 和 的基数。

 

3.1.2    基于局部线性近似误差的开发性指标

PEp(xi)

样本点的开发性是对样本点附近的特征进行描

述，如非线性程度、预测方差和累积变化误差等，因

此该属性是对模型训练点的已知信息的量化。由于

证据理论下不确定性传播涉及大量极值优化问题，而

最优解往往出现在非线性程度区域，因此本文利用每

个训练点的局部线性近似误差 作为样本点的

开发性指标。具体计算步骤如下：首先，定义每个训
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xi Dneg(xi) = {xi1, xi2, · · · , xiv} ⊂ D
xi v = 2n

xi ĝ(xi)

练点 的邻域输入集 ，

该邻域集由训练样本集中离训练点 最近的 个

训练样本组成。训练点 处的梯度估计 利用最

小二乘法求解一个超定方程组获得：
x(1)

i1 −x(1)
i x(2)

i1 − x(2)
i · · · x(n)

i1 −x(n)
i

x(1)
i2 −x(1)

i x(2)
i2 − x(2)

i · · · x(n)
i2 −x(n)

i
...

...
. . .

...

x(1)
iv −x(1)

i x(2)
iv − x(2)

i · · · x(n)
iv −x(n)

i





ŷ1
i

ŷ2
i
...

ŷn
i


=



yi1−yi

yi2−yi

...

yiv−yi


(17)

yi j C = {(xi, yi)}i∈[1,2,··· ,m] xi j

xi

ĝ(xi) = [ŷ1
i , ŷ

2
i , · · · , ŷn

i ] xi

PEp(xi)

式中， 表示集合 中与 对应的

元素。求解得到的训练点 处的近似梯度表示为

， 从 而 训 练 点 的 开 发 指 标

可通过局部线性近似值与真实映射函数值之

间的误差表示，即：

PEp(xi) =
1
v

v∑
j=1

∣∣∣yi j− (yi− ĝ(xi)× (xi j− xi))
∣∣∣ (18)

xi j Dneg(xi) j式中 表示邻域集 的第 个元素。 

3.1.3    基于留一交叉验证误差的鲁棒性指标

eLOOCV(xi)

样本点的鲁棒性是指模型缺失某个样本点后受

影响的水平。当缺失某个样本点后，计算得到的留一

交叉验证误差较低，说明该样本点不会显著影响模型

精度，因此说明该样本点周围的插值是鲁棒的。每个

已知训练点的鲁棒性指标留一交叉验证（ leave-one-
out  cross  validation,  LOOCV）误差表示为 ，

具体计算公式如下：

eLOOCV(xi) =
∣∣∣Ĝ(xi)− Ĝ−i(xi)

∣∣∣ , ∀i ∈ [1,2, · · · ,m] (19)

Ĝ(xi){
Ĝ−i

}
i∈[1,2,··· ,m] xi

式中， 表示利用已知训练点构建的代理模型，

表示将训练点 从训练集中除去后构建

的代理模型。 

3.2   动态熵权-TOPSIS 下的敏感样本点确定

Dnorm

在计算得到已知训练点的探索性、开发性和鲁棒

性指标后，可以利用这 3个指标确定敏感样本点。为

避免迭代过程过度依赖于某一指标带来的信息，本文

提出动态熵权-TOPSIS主动学习策略用于确定敏感

训练样本点。该策略在获得每个训练点的探索性、开

发性和鲁棒性指标后，首先构建如下归一化决策矩阵

：

Dnorm =


P′ue(x1) P′Ep(x1) e′LOOCV(x1)
...

...
...

P′ue(xm) P′Ep(xm) e′LOOCV(xm)

 (20)

作为 TOPSIS多属性决策的关键步骤，如何构造

ω = [w1,w2,w3]

t

标准化加权向量是关键，对于每一个指标，低熵值表

明该指标具有较高的确定性，参考可信性高。根据这

一性质，提出基于熵信息动态权重 的

计算方法，在第 轮迭代中，每个指标的熵信息可由式

（21）计算：

e j = −
1

ln(k)

k∑
i=1

ai j lnai j, j = 1,2,3 (21)

k ai j

i j t

式中： 表示迭代过程的训练样本点总数， 表示决

策矩阵第 行第 列对应的元素。基于熵信息，第 轮

迭代过程的不同指标的权重定义如式（22）：

w j =
1− e j

3∑
j=1

(1− e j)

, w j ∈ [0,1],
3∑

j=1

w j = 1, j = 1,2,3 (22)

在为每个属性赋予相应权重之后，将所有属性值

都达到最优的情况定义为理想解，而所有属性值都处

于最劣的情况定义为负理想解。接着，计算每个样本

点属性向量与理想解和负理想解的欧氏距离，从而得

到每个样本点的相对接近度。这一接近度是样本点

属性向量到理想解的距离与到理想解和负理想解距

离之和的比值。最后，选择样本点的相对接近度较大

的点作为敏感训练样本点。 

3.3   基于证据信息的两段式判断准则

xnew

xnew

获得敏感训练样本点后，新增样本点则在敏感样

本点对应的 Voronoi单元区域内产生，通过 QBC策

略从候选样本点集中产生新的试验样本点 。利

用探索性指标计算过程中对候选样本集的拆分结果，

采用最远距离策略选择新试验点 如下：

xnew =


arg max

x∈Qi(x∗i )

∥∥∥x− x∗i
∥∥∥

2, if Qi(x∗i ) , ∅

argmin
x∈D

∥∥∥x− x∗i
∥∥∥

2 , otherwise
(23)

从上式中可以看出 ，当敏感样本点对应的

Voronoi单元区域内存在候选样本点时，选择该集合

中距离敏感样本点最远的候选样本作为新增样本

点。随着迭代的进行，部分非线性程度较高的区域的

样本点将变得较为密集，这可能导致敏感区域内无可

用的候选样本点。在这种情况下，本文会选择整个候

选样本集中距离敏感样本点最近的点作为新增样本

点。由于采用 OMD策略生成的候选样本点具有良好

的空间分布特性，新增的样本点将仍与已有样本点集

保持较低的邻近性。

由于初始代理模型精度较低，导致直接利用初始

代理模型进行不确定性传播的结果不准确，因此，本
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文将代理模型训练到一定精度时再进行传播，以提高

传播效率；接着再利用证据信息作为整个传播过程的

终止准则。

本文两段迭代判断准则都采用连续迭代特征向

量相对修正误差作为判断依据，具体表示如下：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2∑
i=0

Kt−i−
2∑

i=0

Kt−i−3

2∑
i=0

Kt−i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
⩽ τ (24)

Kt = [Ic
t , I

r
t ] τ = τs× [1,1]

τs

式中， 表示迭代特征向量， 表

示相对修正容差向量。 表示容差阈值，通常取很小

的正数值，在本文中取 0.000 1。

It = [Ĝmin(x),Ĝmax(x)],

x ∈ X

Ic
t =

Ĝmin(x)+ Ĝmax(x)
2

Ir
t =

Ĝmax(x)− Ĝmin(x)
2

在构建初始近似代理模型阶段，通过在证据空间

内对迭代更新得到的代理模型进行全局优化计算，得

到目标响应的极值响应区间

；然后将其转化为中心-半径的形式表示，其中，

区间中心表示为 ，半径表示为

。此时，判断准则中的迭代特征

向量由区间中心和半径组成。

在得到具有一定精度的代理模型后，则可以利用

所构建的代理模型进行证据变量的不确定性传播，当

所有的输入焦元利用模型进行预测得到响应焦元后，

则可以构建得到目标响应的证据结构。本文采用

Jousselme距离和 Hartley测度定义基于证据信息的全

局收敛准则，Jousselme距离和 Hartley测度定义如下：

m1 m2令 和 分别表示两个证据结构，两个证据结

构的 Jousselme距离指标定义为：

dJ (m1,m2) =

√
1
2

(m1−m2)J(m1−m2)T (25)

J 2Ω×2Ω式中， 表示维度为 的 Jaccard冲突矩阵，具体

定义如下：

J(A,B) =
|A∩

B|
|A∪

B| , ∀A,B ⊆Ω (26)

m Y令 表示输出响应辨识框架 对应的基本概率分

配集合，该证据结构的 Hartley测度定义为：

NHar =
∑
A∈Y

m(A)log2[1+µ(A)] (27)

µ(A)

R
[
y, ȳ

]
µ(A) = ȳ− y

式中， 是对命题 A 的信息量大小的量化函数，当

响应焦元在实数域 表现为区间 形式时，此时，

。

在证据理论框架下，相邻两次迭代得到的证据结

EJd

enon

Kt = [EJd,enon]

构之间 Jousselme距离是对迭代结果相似度的量化，

单个证据结构的 Hartley测度是对该证据结构包含的

不确定性信息的量化。随着迭代过程的进行，传播得

到的证据结构趋于稳定，不会出现新增信息，此时

Jousselme距离和 Hartley测度组成的迭代特征向量也

稳定收敛。因此，将相邻两次迭代结果的 Jousselme
距离表示为 ，每次迭代结果的 Hartley测度表示为

，同时采用式（24）所示的判断准则，此时迭代特

征向量表示为 。当判断准则满足时，得

到证据变量的传播结果。 

4    算例分析
 

4.1   数值算例

为了说明所提出算法的性能优势，首先选用修

正 Branin函数开展数值算例分析。修正 Branin函数[21]

具有两个局部最小值和一个全局最小值，其具体表达

式如下：

Y =
1

51.95

X̄2−
5.1X̄2

1

4π2 +
5X̄1

π
−6

+(
10− 5

4π

)
cos(X̄1)+44.81

]
(28)

X̄1 X̄2 X1

X2

式中， 、 分别表示对两个独立的证据变量 和

做如下尺度变换：

X̄1 = 15X1−5, X̄2 = 15X2 (29)

X̄1 X̄2

[0,1]

式中，修正后的变量 和 的辨识框架范围均为

，该函数的三维示意图如图 3所示。
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图 3    放缩后的 Branin 函数的示意图

Fig. 3    Schematic diagram of rescaled Branin function
 

假设每个证据变量的证据结构内包含 8个区间

焦元，则该算例共包含 64个联合焦元，其具体的 BPA
结构如表 1所示。
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图 4给出了本文所提主动学习策略的示例。首

先在证据空间内利用拉丁超立方采样选择 8个初始

样本点，利用提出的 OMD候选样本点生成策略迭代

产生候选样本点集，然后利用各 Voronoi单元内候选

样本点比例评估各训练样本的全局探索性，最后利用

基于近似梯度的局部线性近似误差评估局部开发性

和留一交叉验证误差评估的鲁棒性。图中每个训练

样本对应的玉玦图中的每一环表示不同指标的相对

大小，在利用动态熵权-TOPSIS决策后，得到敏感样

本点及其对应 Voronoi单元，选择单元内距离敏感样

本点最远的样本点作为新增样本点。
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图 4    提出的主动学习策略的示例

Fig. 4    An example for the proposed strategy
 

为了说明当满足主动学习判断准则时，此时训练

得到的代理模型在整个证据空间内具有较好的精度，

图 5（a）展示了满足主动学习阶段判断准则时，样本

点在证据空间内的分布情况，图 5（b）给出了此时构

建得到的代理模型的相对误差热力图。可以看出，此

时在整个空间内的相对误差都已经达到一个较小的

值，并且新增的样本点都能很好地遍布在空间区域

内，特别是利用所提出的学习策略得到的样本点在非

线性程度较高的区域也具有良好的分布性。因此，当

满足第一段主动学习的判断准则时，此时利用代理模

型进行传播得到的结果已经具有一定的可参考性。

并且这种两阶段式迭代判断准则能够一定程度地减

少迭代过程证据变量传播所需的极值优化时间，这种

策略在输入变量的联合焦元数量规模比较大的情况

下更具优势。
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图 5    提出的主动学习策略的细节和效果

Fig. 5    Details and effect of the proposed active learning strategy
 

当迭代 48次后，第一段主动学习过程的判断准

则得到满足，再迭代 13次后，基于证据信息的收敛准

则得到满足。为了对比不同代理模型在本文所提出

的主动策略下的建模效果，利用本文所提学习策略学

习得到的样本集建模不同的代理模型，并利用不同的

模型传播得到输出响应的证据结构。图 6中对比了

采用相同训练不同代理模型后传播得到的输出响应

不确定性表征结果，在图中利用输出响应的累积信度

函数和累积似真函数进行定量表征。

 

X1 X2表 1    证据变量 和 的 BPA 结构

Table 1    BPA structure for evidence variables

X1 X2

区间焦元 BPA 区间焦元 BPA

[0,0.125] 0.020 [0,0.125] 0.050

[0.125,0.250] 0.090 [0.125,0.250] 0.050

[0.250,0.375] 0.163 [0.250,0.375] 0.150

[0.375,0.500] 0.247 [0.375,0.500] 0.200

[0.500,0.625] 0.239 [0.500,0.625] 0.200

[0.625,0.750] 0.141 [0.625,0.750] 0.150

[0.750,0.875] 0.083 [0.750,0.875] 0.100

[0.875,1.000] 0.017 [0.875,1.000] 0.100
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表 2中给出了不同结果与参考方法之间的定量

对比结果，可以看出，高斯过程代理模型的精度比其

他模型的精度更具优势，这得益于所提学习策略学习

得到的采样点在空间内良好的分布特性和学习函数

能够平衡不同样本指标带来的信息。 

4.2   超临界机翼 CFD 模拟

以剖面翼型为 NASA SC(2)0410的超临界机翼风

洞缩比模型跨声速流场 CFD数值模拟为例，说明本

文所提算法的有效性以及证据理论在量化 CFD模拟

不确定性上的重要作用。由于该机翼模型具有独特

的气动特性，使其在提高飞行效率方面具有显著优

势，因此被广泛应用于关于超临界机翼的研究中。

Ghanooni等[22] 在低雷诺数条件下对不同倾斜角度的

小翼对该型号超临界机翼气动性能的影响进行了系

统研究，结果表明，可以通过减小小翼翼尖涡流的大

小和强度实现增升减阻。机翼通常由多个翼型剖面构

成，本文以大展弦比、中等后掠双段机翼为例进行不

确定性分析，图 7展示了剖面翼型为 NASA SC(2)0410
的后掠机翼三视图和机翼结构变量参数 [30]。为了方

便展示，图中右侧两幅视图的左侧的视图放大了 2
倍。半展长为 800 mm，翼根剖面翼型弦长为 200 mm，

平均气动弦长为 130.64 mm，下反角为 3.5°。图 8（a）
展示了 NASA SC(2)0410超临界机翼的远场网格划分

结果。该网格先以结构网格形式进行划分，为了兼容

CFD模拟求解器的非结构化网格需求，其后又利用网

格划分软件将其转换为非结构网格进行求解。图 8（b）
是对机翼进行网格划分的结果。远场尺寸为 12 000 mm×
7 000 mm×5 000 mm，单元数共计 2 563 241个，其中机翼

表面采用 O-block拓扑网格划分，共计 46 034个单元。
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图 7    剖面翼型为 NASA SC(2)0410 的超临界机翼三视图

Fig. 7    The orthographic projection of the supercritical wing profile of NASA SC (2) 0410
 

y+ y+ < 1

y+

在对网格划分质量的评估中，网格划分质量用

表示，一般要求机翼表面 以满足线性黏性底

层要求[23]。机翼表面 分布情况如图 9所示，最大值

为 0.036，远小于 1，说明网格划分质量较高。 CL/CD

在本算例中，利用 ANSYS/Fluent 2021R1的压力-

速度耦合求解器和 Spalart-Allmaras （S-A）湍流模型，

模拟 NASA SC(2)0410超临界机翼跨声速飞行状态时

的表面流场，并求解关键气动性能升阻比 。其
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图 6    不同代理模型传播得到的 CBF 和 CPF

Fig. 6    Results of CBF and CPF achieved by different
surrogate models

 

表 2    不同代理模型定量对比结果

Table 2    Quantitative comparison results of different
surrogate models

方法 与参考解之间的Jousselme距离 Hartley测度

参考方法 — 0.760 4

基于GP 0.999 7 0.760 5

基于RBF 0.955 1 0.754 8

基于SVR 0.898 2 0.736 9
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可以表示为：

CL/CD = gCFD(θ1,θ2) (30)

gCFD θ1 θ2

θ1

Ma

θ2

式中， 表示 CFD仿真模型， 和 分别表示来流

参数和湍流模型参数。本算例中，来流参数 包括来

流马赫数 、迎角 α、侧滑角 β 和飞行海拔高度 H，

为 S-A湍流模型参数，其取值源于圆管流、槽道

流、平板流等简单流动标定或依据专家经验给出，其

试验标定值和经验取值范围[24] 如表 3所示。

此外，由于跨声速飞行过程可能出现的大气紊流

以及飞行过程中飞机受扰动出现的沉降，在满足跨声

速马赫数和不失速条件下，表 4中给出了来流参数的

取值范围[25]。
  

表 4    来流参数

Table 4    Incoming flow parameters

来流参数 经验取值范围

Ma [0.82, 0.849]

α/(°) [3, 3.2]

β/(°) [0, 1]

H/m [9 990, 10 000]

 

⩽ 7×104 Pa

⩾ 8×104 Pa

以来流参数马赫数的不确定性为例，图 10展示

了不同来流马赫数下翼根剖面绝对压力的变化。随

着来流马赫数增加，上方翼面的低压区（ ）

和下方翼面的高压区（ ）扩大，而升阻比为

上下表面压力差和阻力系数的函数。因此，来流参数

马赫数对升阻比的预测将产生不可忽略的影响，所以

在对机翼气动性能进行评估的过程中，考虑各种参数

的不确定性对结果进行可信度评估至关重要。

为了说明证据理论在少量样本下对输入不确定

性表征的优势，基于表 3和表 4的模型参数经验取值

范围，在表 5中给出了来流和湍流模型参数的几组可

能取值，用于模拟在实际风洞试验和试飞试验中只能

获取有限个来流、湍流模型参数样本的情况，分析不

同不确定性表征方法对升阻比预测结果的影响。

在表 5所示的这种少量样本条件下，随机不确定

性框架通常利用分布函数方法拟合经验概率密度函

数来表征输入来流和湍流模型参数的不确定性 [26]，

然而这种估计方法依赖于样本规模、统计方法和参数

估计方法。核密度估计是一种用于估计随机变量的

平滑概率密度函数的非参数方法，并可以通过

Bootstrap方法计算估计结果的置信区间，因此被广泛

 

表 3    S-A 湍流模型参数

Table 3    Parameters of S-A turbulence model

湍流模型参数 试验标定值[24]
经验取值范围

cb1 0.135 5 [0.128 93, 0.137]

cb2 0.622 [0.609 83, 0.687 5]

συ̃ 0.667 [0.6, 1]

cv1 7.1 [6.9, 7.3]

cw2 0.3 [0.055, 0.352 5]

cw3 2 [0.175, 2.5]

κ 0.41 [0.38, 0.46]
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图 8    NASA SC(2)0410 超临界机翼表面及远场网格划分

Fig. 8    The grid setup for NASA SC(2)0410 supercritical wing
and its farfield
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应用于试验样本的随机不确定性表征，但是其表征结

果的置信度与样本数量具有强相关性 [27]。以迎角为

例，利用核密度估计方法估计得到的迎角不确定性表

征结果如图 11所示。

从图 11中可以看出，拟合得到的经验概率密度

的置信区间较宽，且取值范围会存在超出经验取值范

围的情况，从而违背经验信息。此时进行不确定性传

播会导致评估结果可信度低，失去参考价值。

本文通过证据变量表征并量化输入来流与湍流

模型参数的不确定性，然而确定证据变量焦元的

BPA取值作为利用证据理论进行不确定性量化的核

心步骤，一直以来都是一个悬而未决的问题。梁宵等[28]

提出对于无物理意义、通过试验直接标定的参数，在

考虑不同专家工程经验和知识不完备的情况下，可以

利用证据理论的多证据融合规则得到认知不确定性

量化的结果，从而获取不同参数赋值区间的基本概率

分配值。Tonon[29] 提出了基于参数离散化的方法，将

概率盒变量转换为证据结构，从而获得区间焦元

BPA。本文采用 Tonon提出的参数离散化 BPA确定

方法，再结合文献 [30]对来流参数和湍流参数的不

确定性表征结果，通过将输入不确定性信息的度量转

化处理后得到来流参数和湍流模型参数的证据变量

表征结果，如表 6所示。表 6共给出 11个湍流模型
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图 10    翼根剖面绝对压力随来流马赫数变化

Fig. 10    The variation of absolute pressure contour on the wing root with freestream Mach number

 

表 5    来流和湍流模型参数取值

Table 5    The incoming flow and turbulence model’s parameters
provided by wind-tunnel experiments

模型参数 参数取值

Ma 0.824, 0.831 5, 0.838 5, 0.845 5

α/(°) 3.025, 3.075, 3.125, 3.175

β/(°) 0.125, 0.375, 0.625, 0.875

H/m 9 991, 9 993.5, 9 996.5, 9 999

cb1 0.13, 0.132, 0.134, 0.136

cb2 0.618 2, 0.637 5, 0.657 5, 0.677 5

συ̃ 0.65, 0.75, 0.85, 0.95

cv1 6.95, 7.05, 7.15, 7.25

cw2 0.105 2, 0.205 5, 0.304

cw3 1.875, 2.125, 2.375

κ 0.39, 0.41, 0.43, 0.45
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图 11    迎角的核密度估计及置信区间

Fig. 11    Angle of attack kernel density estimation and
confidence intervals
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49×32 = 2 359 296

参数和来流参数的证据结构，通过焦元的笛卡尔积运

算后得到联合焦元总数，共计 。

1.391 7×10−5

进一步地，利用本文所提出的方法构建证据理论

框架下高斯过程主动学习代理模型。首先，选择

44个初始训练样本构建初始高斯过程代理模型。调

用 64次 CFD模型使输出响应升阻比的最大范围区

间中点和半径收敛。利用式（12）进行证据变量的不

确定性传播，得到输出响应升阻比的焦元和 BPA值，

通过式（25）和式（27）计算 Hartley测度和 Jousselme

距离，共加点 183个后达到收敛指标。模型收敛后，

采用留一交叉验证相对误差对建立的代理模型的精

度进行评估，此时得到的交叉验证相对误差为

，表明训练得到的模型具有较高的精

度。图 12展示了计算得到输出响应升阻比的证据结

构。从图中可以看出，利用证据理论得到的输出响应

的证据结构中，每一个响应的可能取值范围都给出了

似真度和信度量化不确定性。相对于传统的概率框

架下得到的累积概率分布，本文方法能够提供更具参

考价值的结果。 

5    结　论

本文针对 CFD模拟过程存在的多类型不确定因

素，利用证据理论统一量化其随机与认知不确定性，

并提出方法解决证据理论框架下不确定性传播效率

低的问题，同时应用于翼型升阻比预测结果不确定性

量化，很好地实现了 CFD模拟可信度评估。主要结

论如下：

1） 建立了一种证据理论框架下的 CFD不确定性

量化与传播方法。利用证据变量量化输入不确定性，

利用累积信度函数和累积似真度函数量化输出变量

的不确定性，能够更好地评估 CFD模拟结果的可信度。

2） 提出了一种适用于证据变量传播的主动学习

策略。该策略使用 OMD策略生成候选样本，并使用

基于最大距离原则的 QBC策略选择新的试验样本。

同时，该策略能够综合全局探索性、局部开发性和稳

健性指标提供的信息，用以选择敏感样本点，最后基

于 Hartley测度和 Jousselme距离作为整个迭代过程

终止的判断准则。

3） 通过数值算例和超临界机翼算例说明了该方

法可以在试验点数较少的非线性空间中选择新样本

构建代理模型，提出的方法对于构建可信的 CFD模

拟不确定性传播方法起到了理论支撑作用。

然而在本研究中，不同证据变量的传播是在相互

独立的假设下进行的。在相互依赖的条件下证据变

 

表 6    证据理论框架下来流和湍流模型参数不确定性量化结果

Table 6    Uncertainty quantification of incoming flow and turbulence model’s parameters under the framework of evidence theory

Ma α/(°) β/(°) H/m cb1 cb2

FE BPA FE BPA FE BPA FE BPA FE BPA FE BPA

[0.820, 0.828] 0.34 [3.00,3.05] 0.25 [0.00,0.25] 0.16 [9 990,9 992] 0.2 [0.128 93,0.131] 0.13 [0.609 83,0.627 5] 0.4

[0.828, 0.835] 0.22 [3.05,3.10] 0.25 [0.25,0.50] 0.34 [9 992,9 995] 0.3 [0.131,0.133] 0.37 [0.627 5,0.647 5] 0.2

[0.835, 0.842] 0.22 [3.10,3.15] 0.25 [0.50,0.75] 0.34 [9 995,9 998] 0.3 [0.133,0.135] 0.37 [0.647 5,0.667 5] 0.2

[0.842, 0.849] 0.22 [3.15,3.20] 0.25 [0.75,1.00] 0.16 [9 998,10 000] 0.2 [0.135,0.137] 0.13 [0.667 5,0.687 5] 0.2

συ̃ cv1 cw2 cw3 κ

FE BPA FE BPA FE BPA FE BPA FE BPA

[0.6,0.7] 0.7 [6.9,7.0] 0.1 [0.055,0.155 5] 0.2 [1.75,2.00] 0.4 [0.38,0.40] 0.14

[0.7,0.8] 0.1 [7.0,7.1] 0.4 [0.155 5,0.255 5] 0.3 [2.00,2.25] 0.4 [0.40,0.42] 0.36

[0.8,0.9] 0.1 [7.1,7.2] 0.4 [0.255 5,0.352 5] 0.5 [2.25,2.50] 0.2 [0.42,0.44] 0.36

[0.9,1.0] 0.1 [7.2,7.3] 0.1 — — — — [0.44,0.46] 0.14
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图 12    证据理论框架下输出响应升阻比

Fig. 12    The output response lift-to-drag ratio under
the framework of evidence theory
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量的高效传播是一个巨大的挑战，也是未来研究的一

个方向。此外，在证据理论框架内探索不确定性的反

向传播也值得进一步研究。
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