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有攻角圆锥边界层横流失稳分析

刘姝怡，陈    曦，万兵兵，陈坚强，黄刚雷*

(空天飞行空气动力科学与技术全国重点实验室， 绵阳　621000)

摘　要：横流失稳是复杂三维边界层转捩的主要机制之一。针对马赫数 6条件下常规风洞实验工况的 6°攻角尖锥边界

层，利用二维全局稳定性分析（ two-dimensional global stability analysis, BiGlobal）方法和面推进抛物化稳定性方程（three-

dimensional parabolized stability equations, PSE3D）从多维稳定性分析的角度开展了横流失稳分析，并与一维线性稳定性

理论（linear stability theory, LST）和直接数值模拟（direct numerical simulation, DNS）结果进行对比。结果显示，横流模态主

要分布在背风面，但随着幅值的增长，模态扰动仍可显著影响迎风面区域；非定常横流模态比准定常横流模态更不稳

定，且波角更小；相较于 BiGlobal，基于 PSE3D得到的 N 值略低，但两者主频相近，表明非平行效应削弱了横流扰动的

增长，但并不改变扰动主频；基于 LST的 N 值远大于全局稳定性分析得到的 N 值，一方面体现了两种方法对扰动增长

定义的差异，另一方面也反映了三维效应的影响，因此不同的稳定性分析方法对确定转捩的 N 值影响显著。
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中图分类号：O35;V211.3           文献标识码：A           doi：10.7638/kqdlxxb-2024.0087

Crossflow instability analysis of boundary layer on a yawed cone

LIU Shuyi，CHEN Xi，WAN Bingbing，CHEN Jianqiang，HUANG Ganglei*

(State Key Laboratory of Aerodynamics, Mianyang　621000, China)

Abstract: The crossflow instability is one of the main transition mechanisms in complex three-dimensional
boundary  layers,  though  it  is  still  far  from  being  fully  understood.  In  the  present  study,  the  two-dimensional
global  stability  analysis  (BiGlobal)  and  plane-marching  three-dimensional  parabolized  stability  equations
(PSE3D) were employed for the crossflow instability in the boundary layer of a sharp cone at 6° angle of attack
under  the  Mach  6  wind  tunnel  experimental  conditions.  The  results  were  compared  with  those  of  the  one-
dimensional linear stability theory (LST) and direct numerical simulation (DNS). It is shown that the crossflow
mode is mainly distributed on the leeward side, yet can still remarkably affect the windward side as its amplitude
increases downstream. The most  unstable travelling crossflow mode is  more amplified and has a smaller  wave
angle  than  the  stationary  crossflow  mode.  PSE3D  obtains  a  slightly  lower  N  factor  than  that  obtained  by
BiGlobal, while the two have similar peak frequencies, indicating that the non-parallel effect weakens the growth
of crossflow disturbance, without changing the peak frequency of disturbance. The N factor obtained by LST is
significantly  larger  than  those  from  global  stability  analyses,  reflecting  the  difference  in  the  definition  of  the
growth rate between those two methods as well as the influence of three-dimensional effects. Therefore, different
stability analysis methods have a significant impact on determining the transition N factor.

Keywords: boundary layer transition；crossflow instability；stability analysis；yawed cone
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0    引　言

精准预测边界层转捩对飞行器热防护设计有重

要意义 [1-3]。在飞行状态下，边界层通常具有强三维

特性。展向压力梯度会使边界层内出现一个与外部

无黏流线相垂直的速度分量，即横流。横流不稳定性

属于无黏拐点失稳，也是三维边界层失稳的主导机制

之一。横流扰动既可以是定常的也可以是非定常的，

二者谁占主导地位取决于来流和壁面条件。在马赫

数 6条件下的风洞实验中发现，噪声和静音环境下同

时存在定常横流涡和非定常横流波 [4]。在噪声环境

下，定常横流涡容易受噪声干扰难以被观察到 [5-6]。

然而表面粗糙元的存在会增强定常横流涡，并抑制非

定常横流波幅值 [7-8]。此外，自由流中的慢声波可经

同步机制激发非定常横流波[9]。

有攻角圆锥是研究边界层横流失稳的重要模

型。圆锥迎风面和背风面不同的激波强度形成周向

压力梯度，从而引起横流。美国和澳大利亚联合执行

的 HIFiRE-1项目中包括了圆锥转捩飞行试验 [10-11]，

发现在大攻角时，背风面横流不稳定性主导转捩[13]。

国内有攻角锥飞行试验（MF-1）在小攻角情况下获得

了 0～20 kHz的低频信号， Wan等[12] 结合理论分析，

对比信号相速度和波角等特征，推测该信号为非定常

横流波。

目前，国内外已针对有攻角圆锥边界层进行了一

系列风洞实验 [7,13-14]，发现非定常横流波的频率在

20～50 kHz之间，相速度约为 0.1～0.5倍边界层外缘

速度 [7]，且随频率的增大而增大，而定常横流涡的展

向波数在 40～80之间，且会随着雷诺数的增加而增

加[15-16]。Craig等[17] 和 Saric等 [18] 首次采用热线风速

仪在马赫数 6静音风洞中对定常横流涡的空间结构

进行了定量测量。Dong 等[19] 对有攻角圆锥转捩过程

进行了直接数值模拟 （ direct  numerical  simulation,
DNS），在背风面获得了 10～50 kHz的非定常横流

波，还发现壁面温度升高，横流涡的尺度也会随之增

大[20]。

目前对有攻角锥横流不稳定性的理论分析主要

集中在线性演化阶段以及幅值演化到一定程度后的

非线性饱和阶段[21]。早期，主要采用一维线性稳定性

理论（linear stability theory, LST）对有攻角圆锥进行分

析，得到的转捩前缘在侧面凸出。LST需要预先确定

横流扰动的传播路径和沿路径的展向波数[25-26]，而全

局稳定性分析方法无需预设扰动传播方向和展向波

数，且全局模态均位于相同截面内，便于开展非线性

相互作用研究。同时，全局模态为展向波包型分布，

可作为函数基来重构真实扰动。因此，在转捩机理研

究方面，全局稳定性分析更适用于展向和法向非均匀

的三维流场 [28]。但是由于横流模态通常具有展向分

布区域广、展向波长短的特征，采用多维稳定性理论

分析需要大量的内存[29]。Paredes等[30] 首次将二维全

局稳定性分析（two-dimensional global stability analysis,
BiGlobal）方法应用在椭圆锥边界层上，得到的非定

常横流模态几乎遍布整个模型表面，且展向波长较

小。Lakebrink 等 [31]通过对比一维稳定性分析方法和

BiGlobal得到的非定常横流模态增长率，发现二者差

异明显，并指出在三维边界层转捩问题分析中展向变

化不容忽视。Liu等[32]采用 BiGlobal得到了有攻角圆

锥非定常横流模态相对完整的特征谱随频率和流向

位置的变化规律，发现单个频率存在多个横流模态，

并通过形状函数得到了横流模态展向波数分布。

BiGlobal忽略了流向非平行性的影响，而面推进

抛 物 化 稳 定 性 方 程 （ three-dimensional  parabolized
stability equations, PSE3D）考虑了流向的非平行性影

响，更适合研究扰动的空间演化特征。PSE3D求解的

是边值问题，需要 BiGlobal提供入口条件。Chen等[33]

采用 PSE3D对升力体模型的横流失稳区进行了分

析，并将结果与 DNS得到的横流扰动增长率进行了

对比，相较于 BiGlobal，PSE3D能更好地预测模态流

向演化情况。目前，PSE3D已成功应用于有攻角锥迎

风面第二模态 [34] 和背风中心线流向涡 [35-36] 失稳分

析中。本文将进一步利用 PSE3D研究马赫数 6常规

风洞实验工况下，6°攻角尖锥边界层横流全局模态的

空间演化特征，并与 LST、BiGlobal和 DNS结果进行

对比，期望揭示圆锥边界层横流空间演化规律，探索

基于 PSE3D的转捩阵面预测可行性。 

1    模型和基本流

Re∞ = 107/m T ∗∞ = 48

T ∗w = 300

本文的研究模型为 400 mm长的尖锥，头部半径

为 0.05 mm，带 6°攻角，头部半锥角为  7°。研究工况

为马赫数 6条件下的风洞实验工况，来流单位雷诺数

，来流温度   K，模型壁面温度

 K。
基本流采用李新亮等发展的 OpenCFD计算流体

力学软件 [37] 求解。由于尖锥的对称性，本文只考虑

半模。求解分为两步，首先，求解带头部的流场，流

向、法向和周向网格点数量分别为 291、301和 301；
然后截断头部，将上一步计算得到的定常流场对应截
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T ∗w = 300

面作为入口和上边界条件，出口处流向网格逐渐变稀

疏以减弱扰动在边界处的反射。壁面为无滑移等温

壁面（  K），流向、法向和周向网格点数量分别为

1 000、190和 800。对流项和黏性项分别采用五阶迎

风差分格式和六阶中心差分格式。

ū p̄

图 1展示了不同流向站位归一化后的流向速度

和壁面压力 云图。可以看出，由于攻角效应，圆锥

侧面存在明显的压力梯度，使流线逐渐向背风中心线

汇聚，形成蘑菇状的流向涡。流向涡中不稳定模态主

要有两类：位于近壁剪切区的内模态和位于涡顶部剪

切区的外模态[36,38-39]。
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图 1    计算域和基本流

Fig. 1    Computational domain and baseflow
  

2    稳定性理论

q = (u,v, p,T,w)

q̄ q′

本节将简要介绍 LST、BiGlobal和 PSE3D三种理

论方法。流场瞬时量  可以分解为基本

量 和扰动量 ：

q (ξ,η,ζ, t) = q̄ (ξ,η,ζ)+ q′ (ξ,η,ζ, t) (1)

ξ η ζ其中 ， 和 对应图 1中流向、法向和展向贴体坐标，

u，v 和 w 为对应速度分量。 

2.1   LST
LST假设只有法向是非均匀的，因此扰动可以写

成如下形式：

q′LST (ξ,η,ζ, t) = q̃ (η)ei(αξ+βη−ωt)+ c.c. (2)

α α = αr+ iαi αr αi

β ω f ∗

q̃

其中： 是复数， ， 表示流向波数， 为增

长率； 为展向波数； 为有量纲频率 的角频率，文

中带有上标“*”的变量均为有量纲变量； 为模态

形状函数； c.c.表示共轭项。将上式代入 Navier-

Stokes方程，忽略非平行和非线性项，得到一维特征

值方程，并采用求解特征值问题的Muller法进行求解。

假设扰动从上游中性点位置（扰动开始放大处）[40]

向下游演化，其扰动幅值可表示为：

A (x) = A0e
−
w x

x0

αidl
(3)

其中 l 为扰动传播方向。则 N 值表示为：

N = ln
(

Ax

A0

)
= −

w x

x0

αidl (4)

本文使用的 LST求解器是在国家数值风洞

（National Numerical Wind Tunnel, NNW）项目支撑下

联合天津大学开发的转捩预测代码[41]。 

2.2   BiGlobal
BiGlobal考虑了基本流的展向变化，小扰动可以

写为：

q′BiGlobal (ξ,η,ζ, t) = q̃ (η,ζ)ei(αξ−ωt)+ c.c. (5)

同样将式（1）和（5）代入 Navier-Stokes方程，忽略

非平行性和非线性项得到二维特征值方程：

Aq̂ = αBq̂ (6)

q̂ = [q̃,αq̃] A B其中， ， 和 为矩阵算子。

计算域为半个锥的展向截面，迎风中心线为对称

边界条件，壁面和上边界条件都为零边界条件。采用

四阶中心差分对周向和法向进行离散，采用 Arnoldi
算法[42] 获得特征值。 

2.3   PSE3D
PSE3D同时考虑了基本流展向变化及流向非平

行性，可将小扰动写为：

q′PSE3D (ξ,η,ζ, t) = q̃ (ξ,η,ζ)ei
(r
ξ α (ξ)dξ−ωt

)
+ c.c. (7)

q̃ ξ

将式（1）和（7）代入 Navier-Stokes方程，忽略非线

性项和 对 的高阶导数项，得到面推进抛物化稳定

性方程：

Lq̃+M ∂q̃
∂ξ
= 0 (8)

L M
q̃ α ξ

α

其中 和 都为线性算子，其完整展开形式参考文

献 [33]。 和 都与 相关，在推进求解过程中，每个站

位的 需要进行更新：

αnew =− i
1
E

x
ρ̃†
∂ρ̃

∂ξ

T̄
ρ̄γMa2 |ρ̃|

2+

ρ̄T̃ †
∂T̃
∂ξ

γ (γ−1) Ma2T̄
+

ρ̄

(
ũ†
∂ũ
∂ξ
+ ṽ†

∂ṽ
∂ξ
+ w̃†

∂w̃
∂ξ

)
dηdζ +αold (9)
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ρ γ其中， 、T 分别表示密度和温度，Ma 为马赫数， 为

比热比，上标“†”表示共轭，E 为扰动能量，其表达

式如式（10）所示：

E =
x T̄
ρ̄γMa2 |ρ̃|

2+ ρ̄
(
|ũ|2+ |ṽ|2+ |w̃|2

)
+∣∣∣T̃ ∣∣∣2ρ̄

γ (γ−1) Ma2T̄
dηdζ (10)

α迭代更新 直至变化小于 10–4，得到的模态增长

率为：

σ = −αi+
1
2
d ln E
dξ

(11)

则 N 值可表示为：

N (ξ) =
w ξ
ξ0
σdξ (12)

 

2.4   约化方法

q̂m exp(i4πms)

因为横流模态展向波长小，需要较高的网格分辨

率，本文采用约化方法减少网格量 [33]。仿照 WKBJ
（Wentzel-Kramers-Brillouin-Jeffery）的展开形式 [43]，将

特征函数分解为慢变 和快变部分 ，其中

m 为等效波数，s 为从当地到背风中心线无量纲化的

局部周长。特征方程变换为：

Am q̂m = αBm q̂m (13)

q̂m当选取了合适的 m 后，新待求解的特征函数

沿展向慢变，分析所需的展向网格数将显著减少。约化

方法的有效性和可靠性已在文献 [32-33]中被验证，

此处不再赘述。

图 2展示了 m = 0、12和 16时，x* = 250 mm处频

率为 35 kHz的横流模态的形状函数，其中 Φ 为周向

角。可以看出，当 m = 0时，展向变化剧烈，m = 12和
16时，展向变化缓慢，其中 m = 12展向变化最小，故

后续讨论中选取 m = 12。 

3    结果与讨论
 

3.1   非定常横流模态

c = real (ω/α)cos(7◦)

图 3（a）展示了 x* = 128 mm处，BiGlobal分析得

到的 30 kHz非定常横流模态特征谱，其中相速度

c 定义为 。可以看出，谱中包含多

个不稳定模态，最不稳定模态（M5）增长率达 19 /m。

图 3（b）展示了谱中 M1和 M5模态对应的无量纲流

向速度形状函数，可以看出，模态主要分布在背风面

100°～170°方位角之间，且模态间形状函数差别较小。

为了对比不同模态向下游的演化情况，采用

BiGlobal的结果作为 PSE3D的入口条件，分析了 30 kHz

下不同相速度的非定常横流模态的演化特征，得到

的 N 值演化如图 4所示。可以看出，在 x* = 200 mm
的上游，各模态 N 值演化差别较小，随着 x*的增加，

相速度较小的模态 N 值逐渐超过相速度较大的模
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图 2    不同等效波数对应的模态形状函数

（x* = 250 mm, f * = 35 kHz）

Fig. 2    Modal shape functions of crossflow modes corresponding
to different equivalent wavenumbers m

(x* = 250 mm, f * = 35 kHz)
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态。M1模态 N 值在模型尾端达到最大（接近 7），因
此后文对不同频率的模态分析都是在最小相速度模

态下进行的。另外，为了验证 PSE3D代码的可靠性，

对 M4模态的演化进行直接数值模拟，将 M4模态的

形状函数叠加到对应流向截面的基本流上，作为入口

边界条件，其他边界条件与计算基本流时相同。在获

得稳定的流场后，减去基本流，便可得到模态的演

化。得到的模态 N 值演化如图 4中黑色虚线所示。

可以看出，在 x* = 250～350 mm时，DNS和 PSE3D得

到的M4模态的 N 值增长趋势基本一致。

图 5（a）对比了 PSE3D和 DNS得到的 30 kHz下

T ′

Tr

M4模态的温度扰动等值面，同时，还展示了 LST得

到的该频率下M4模态的 N 值等值线，其中 为直接

数值模拟得到的温度扰动量， 为稳定性分析得到的
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图 3    特征谱和形状函数（x* = 128 mm，f * = 30 kHz，虚线为基

本流 [0∶0.15∶0.9]）
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Fig. 3    Eigenvalue spectrum and modal shape functions of
crossflow modes (x* = 128 mm, f* = 30 kHz, the baseflow is

indicated by dashed lines of  [0∶0.15∶0.9])
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90 空    气    动    力    学    学    报 第 43 卷



温度形状函数的实部。可以看出，扰动为向背风中心

线汇聚的条纹结构，向下游发展的过程中，扰动占据

的空间向迎风面延拓，两种方法得到的等值面重合；

M4模态的 N 值为 8这一阵面在上游分布更宽，在下

游与 PSE3D得到的阵面基本一致。图 5（b）对比了

250 mm站位处周向角为 120°和 125°的温度剖面，可

以看出，两种方法得到的温度剖面基本吻合，进一步

验证了 PSE3D代码的可靠性。

图 6展示了具有不同相速度模态的三维演化结

构，可以看出，具有最小相速度的模态（M1）占据最宽

的展向位置，随着相速度增大，模态在向下游演化的

过程中，展向扩张趋势减弱，但波角逐渐增大。根据

相速度的定义，大相速度对应着小流向波数，因此在

初始站位具有较大相速度的 M5模态沿下游演化过

程中，波角始终大于其他模态。
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图 6    30 kHz 下不同模态的三维演化结构

Fig. 6    Three-dimensional evolution structures of different modes
at 30 kHz

 

图 7展示了在 x* = 128 mm处 BiGlobal得到的两

类模态的增长率和相速度随频率的变化规律：一类为

对应频率下的最不稳定模态，一类为所在频率下的最

小相速度模态。可以看出，随着模态频率从 10 kHz
增加到 70 kHz，两类模态的相速度均从 0.2左右逐渐

增大到 0.55附近，与风洞实验结果一致[7]。两类模态

最不稳定频率均在 30 kHz附近。相比而言，最小相

速度模态的增长率较小，可近似视为中性稳定模态。

以 x* = 128 mm处不同频率的最小相速度模态作

为初值代入 PSE3D中计算不同频率的非定常横流模

态的 N 值演化，如图 8所示。可以看出，30 kHz的非

定常横流模态幅值增长最快，其 N 值最大可达 7左
右，高频横流模态（50 ～70 kHz）较为稳定。图中黑线

对应 LST获得的 N 值包络，可以看到，LST得到的

N 值远大于 PSE3D得到的模态 N 值。造成这种差异

的原因可能有如下 3点：（1）积分路径不同。LST沿

势流方向积分，而 PSE3D则沿流向积分，同时由于

LST积分起点更靠近上游，故 LST积分路径更长；

（2）两者增长率定义不同。LST的增长率为当地最不

稳定模态增长率，衡量的是积分路径两点之间的扰动

能量变化率，而 PSE3D则考虑两个相邻流向截面之间

的扰动能量变化率；（3）流场假设不同。LST假设流

动在展向上是均匀的，因此不同展向位置处的扰动为

独立演化，而 PSE3D考虑了流场的展向变化，其扰动

在展向以耦合的波包形式出现。
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Fig. 8    Evolution of N factors and comparison of the N factor
envelope solved by LST of modes with different frequencies

 

图 9（a、b）分别展示了 20 kHz和 40 kHz横流模

态的三维演化结构以及对应频率通过 LST得到的

N 值等值线。可以看出，两个频率模态的波角相近，

但低频模态更靠近背风中心线，其展向波长更大；N =
8的等值线在上游占据更宽的展向空间，但在下游，

展向宽度与 PSE3D的结果吻合较好。

图 10分别展示了 x* = 200 、250、300、350 mm站
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Fig. 7    Growth rates and phase velocities of modes with different
frequencies at x* = 128 mm
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位处，PSE3D和 BiGloba1得到的非定常横流模态 N

值对比，两种方法得到的 N 值积分起点均为 x* = 128 mm

站位处。其中，BiGlobal方法的 N 值由当地最不稳定

模态增长率积分得到。从图中可以看出，在 x* = 200 mm

处，两种方法得到的 N 值都较小，但得到的主频存在

差异。在下游 x* = 250 mm和 300 mm处，两种方法得

到的 N 值接近，且主频一致，这是由于最小相速度模

态 M1在下游 x* = 200 mm处逐渐转变为最不稳定模

态（如图 4所示）。在 x* = 350 mm处，虽主频一致，但

两种方法得到的 N 值差异增大，造成这种差异的原

因可能是 PSE3D计算的是 x* = 128 mm处相速度最

小的不稳定模态，且考虑了流向非平行性，而 BiGlobal

的结果对应最不稳定模态，两个模态没有一一对应。
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3.2   准定常横流模态

图 11对比了 PSE3D、BiGlobal和 LST得到的准

定常横流模态（f * = 0.1 kHz）的 N 值。可以看出，PSE3D
得到的准定常横流模态 N 值最大可达 4.7，低于最不

稳定非定常横流模态。BiGlobal和 PSE3D的 N 值较

接近，在 x* = 200 mm上游，两者几乎重合，随着向下

游发展，两种方法得到的 N 值差别逐渐增大。LST得

到的 N 值显著大于 PSE3D和 BiGlobal得到的 N 值。

图 12展示了准定常横流模态的演化三维结构，可以看

出，相比非定常横流模态，准定常横流模态波角更大。
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4    结　论

本文采用 BiGlobal和 PSE3D两种全局稳定性分

析方法对马赫数 6常规风洞实验工况下的 6°攻角圆

锥横流失稳区进行了分析，并与 LST和 DNS结果进

行了对比，得到如下结论：

1）  70 kHz以下的横流模态更不稳定，其中准定

常横流模态较 20～40 kHz的非定常横流模态稳定。

横流模态主要分布在背风面，在下游逐渐向迎风面扩

展。准定常横流模态的波角较非定常横流模态大。

2）  DNS验证了 PSE3D得到的模态幅值和形状

函数的演化特征。LST得到的 N 值总是大于 BiGlobal
和 PSE3D两种分析方法的结果，但得到的 N 值转捩

阵面与 PSE3D得到的模态形状函数等值面接近。

本文基于全局稳定性分析方法得到了横流模态

的三维演化结构以及幅值演化特征，对扰动线性演化

有了更加直观的认识。接下来将进一步对横流二次失

稳和强非线性过程进行研究，深入理解横流失稳机制。
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