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WENO 格式的一种新型光滑因子及其应用
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(1. 空气动力学国家重点实验室，绵阳　621000；

2. 中国空气动力研究与发展中心，绵阳　621000)

摘　要：光滑因子是构造WENO格式的关键，决定了WENO格式能否达到最优收敛精度以及在间断附近能否保持本质

无振荡特性。针对广泛应用的五阶WENO格式，采用算子函数近似导数关系的方法，设计了一种新型光滑因子。在间

断区域，与传统的光滑因子相比，新型光滑因子对间断的识别更准确。在光滑区域，新型光滑因子使得新型 WENO格

式的非线性权更接近线性权。理论分析和数值验证表明新型 WENO格式即使在一阶临界点也能保持一致五阶精度。

一维典型激波问题的数值结果表明，与现有WENO格式相比，新型WENO格式提高了短波的分辨率，降低了格式的耗

散，同时能够准确识别间断。对于典型包含激波和剪切层的流动问题，新型 WENO格式不仅能够准确地捕捉强激波，

而且能够精细模拟剪切层和声波等流场结构。
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A new type of smoothness indicator for weighted essentially non-oscillatory
schemes and its application
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(1. State Key Laboratory of Aerodynamics, Mianyang　621000, China；

2. China Aerodynamics Research and Development Center, Mianyang　621000, China)

Abstract: The  smoothness  indicator  determines  whether  WENO  (weighted  essentially-non-oscillatory)
schemes  can  achieve  the  optimal  convergence  accuracy  and  maintain  the  essentially  non-oscillatory
characteristics  near  discontinuities;  consequently,  it  is  the  key  to  constructing  WENO  schemes.  This  paper
proposes  a  new  type  of  smoothness  indicator  for  the  widely  used  fifth-order  WENO  scheme  by  the  operator
function  method.  Compared  to  existing  smoothness  indicators,  this  new  smoothness  indicator  has  two
advantages:  firstly,  it  quantifies  the  smoothness  of  stencils  and  identifies  discontinuities  more  accurately  in
discontinuous  regions;  secondly,  the  nonlinear  weights  are  closer  to  the  linear  weights  in  smooth  regions.  The
resulting WENO scheme maintains the optimal fifth-order accuracy at the first-order critical point and has lower
dissipation,  better  shock-capturing  capability,  and  higher  resolution  for  short  waves  than  those  using  existing
smoothness  indicators.  It,  therefore,  captures  strong  shock  waves  and  flow structures  such  as  shear  layers  and
sound waves more accurately, suggesting the great potential of this smoothness indicator in simulating complex
flows.

Keywords: WENO  scheme； smoothness  indicator； convergence  order  of  accuracy； nonlinear  weight；
shock-capturing
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 0    引　言

双曲守恒方程是流体力学领域基本控制方程之

一，在特定物理参数下，即使初始条件是光滑的，也

可能出现激波和接触间断等不连续解，采用传统的线

性格式进行数值求解会导致虚假振荡。准确模拟该

类方程中的间断及精细结构需要开展非线性激波捕

捉方法研究，为此，许多学者建立了一系列理论和方法。

为了消除间断处的数值振荡 ， Godunov[1] 在
1959年首次提出迎风格式的思想，这是一个里程碑

性的近似解方法。后来，Harten[2-3] 建立了总变差递减

（total variation diminishing, TVD）格式。Godunov格式

仅有一阶精度，TVD格式在数学上已经被证明至多

能达到二阶精度[4]。为了抑制数值解在激波上、下游

的振荡，同时保证熵增条件，张涵信[5] 提出了一种无

波动、无自由参数的耗散差分算法，即二阶精度的

NND 格式。  由于  NND格式具有 TVD性质，物理概

念明确且形式简洁，在工程领域得到了广泛的应用。

随后，张涵信及其团队进一步发展了三阶精度的

ENN格式[6]。为了进一步提高精度，Harten等[7-9] 通过

放宽 TVD条件，提出了有限体积框架的本质无振荡

（essentially non-oscillatory, ENO）重构格式。ENO格式

采用 Newton差商作为光滑因子，其基本思想是选择

Newton差商较小的候选模板来进行重构，从而达到

一致高阶精度，并且在间断和局部极值点附近具有本

质无振荡的性质。之后，Shu和 Osher[10-11] 将 ENO格

式推广到了有限差分框架。

ENO格式在重构过程中计算了多个候选模板的

光滑因子，但最后只选择了最光滑的一个模板进行重

构。在间断区域，ENO格式的思想是十分成功的；但

是在光滑区域，从多个光滑候选模板中只选择最光滑

的模板则未充分利用其余候选模板的信息。为了把

多个光滑模板都利用起来并且提高格式精度，  Liu
等[12] 在 1994年基于 ENO格式发展了有限体积框架

的加权 ENO（weighted  ENO,  WENO）格式。WENO
格式把所有候选模板以凸组合的方式进行非线性加

权，从而实现了一致高阶精度，并且保持了间断附近

的本质无振荡性质。非线性权值分配的基本策略是

在光滑区域恢复到最优精度的迎风格式，在间断模板

分配较小的权值，实现本质无振荡的性质。由于

Liu等 [12] 的 WENO格式采用 Newton差商的平方和

作为光滑因子，导致 WENO格式在光滑区不能达到

最优精度 [13]，例如五点 WENO格式在光滑区只能达

到四阶精度。1996年，Jiang和 Shu[14] 将 WENO格式

推广到了有限差分框架（简称为 WENO-JS格式），这

项工作更重要的是通过所有候选模板的子重构多项

式导数的归一化平方和（L2 范数）构造了 Jiang-Shu光
滑因子。由于该光滑因子的良好特性，使得五点

WENO-JS格式在光滑区能达到五阶最优精度。随后

的研究者[15-17] 基于 Jiang-Shu光滑因子得到了更高阶

的 WENO-JS格式，并将其应用到求解间断和复杂流

动问题。

Henrick等 [18] 对五阶 WENO-JS格式进行研究，

结果表明当存在高阶临界点（critical points）时，五阶

WENO-JS格式的收敛精度会降至三阶甚至更低。为

了修正这一缺陷，Henrick等[18] 巧妙设计了一个映射

函数，对 WENO-JS格式的非线性权进行映射，使得

非线性权在光滑区尽可能接近线性权。该格式被称

为映射 WENO（mapped  WENO）格式，简称 WENO-
M格式。相比于 WENO-JS格式，WENO-M格式可以

在光滑区域的临界点达到最优收敛精度，同时降低数

值耗散。Borges等[19] 通过对子模板上的 Jiang-Shu光
滑因子进行线性组合，提出了全局光滑因子，他们将

全局光滑因子与局部光滑因子之比引入到非线性权

的设计中，称为 WENO-Z格式。五阶 WENO-Z格式

在一阶临界点处能达到最优收敛精度，并且由于

WENO-Z格式不需要计算映射函数，使得 WENO-
Z格式计算效率高于 WENO-M格式。随后，Castro
等[20] 发展了高阶 WENO-Z格式，给出了所有奇数阶

精度的全局光滑因子的公式。WENO-M和 WENO-
Z格式在子模板上依然采用的是 Jiang-Shu光滑因

子，本质上都是导数项的 L2 范数。如果基于 L1 范数

设计光滑因子，则可能会在光滑区域丢失精度[21]。为

了克服这个缺陷，Ha等[22] 通过控制 Taylor展开余项

来构造 L1 范数意义下的局部和全局光滑因子，然后

采用 WENO-Z型非线性权得到满足最优精度的

WENO格式，简记为 WENO-NS格式。Ha等 [22] 验证

了存在一阶临界点时，五阶WENO-NS格式依然能达

到最优精度。然而，WENO-NS格式的光滑因子存在

不对称性，并且全局光滑因子的计算量比较大，随后

的研究工作 [23-25] 针对这些问题进行了改进。WENO
格式计算量最大的部分在于光滑因子，为了降低计算

成本，Baeza等 [26] 构造了一类高效计算的光滑因子，

其形式比 Jiang-Shu光滑因子更简洁，计算效率更

高。基于该光滑因子，通过 WENO-Z型非线性权得

到了满足最优精度的快速 WENO（fast WENO）格式，

简称为 WENO-F格式。但是，七阶以上的 WENO-F
格式的计算稳定性略显不足[27]。

传统的光滑因子在光滑区被设计成尽量接近零

的小量，最近 Wu等 [27-28] 认识到如果减小光滑区中
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候选模板的光滑因子之间的差异，不必满足光滑因子

尽量接近零的条件，就能够减小 WENO格式的非线

性权和线性权之间的差异。为了实现这一目标，Wu
等 [27-28] 构造了一类光滑因子，使得各个候选模板上

的光滑因子对于正弦函数为同一常数。基于该光滑

因子通过 WENO-Z型非线性权得到了满足七阶直至

十七阶精度的 WENO格式 [27,28]，简称为 WENO-S格

式。然而，由于算子函数定义的限制，WENO-S格式

至少为七阶，不能得到在实际应用中需求更广泛的五

阶及以下的WENO格式。

对于 WENO格式，构造新的光滑因子至少需要

满足以下两点要求：1）WENO格式在光滑区域满足

精度条件[18-19]；2）在间断区保持本质无振荡的计算稳

定性。

为了满足上述光滑因子的设计要求，本文基于

WENO-S格式光滑因子对于特定函数为常数的准则，

设计了一种适用于五阶 WENO格式的新型光滑因

子。数值实验表明新型 WENO格式不仅能够准确地

捕捉强激波，而且能够模拟剪切层和声波等精细流场

结构。

 1    控制方程与数值方法

 1.1   控制方程

本文的数值方法主要应用于 Euler 方程和 Navier-
Stokes方程。以二维可压缩守恒变量形式的无量纲

Navier-Stokes方程为例进行说明。

∂Q
∂t
+
∂ (Fi−Fv)
∂x

+
∂(Gi−Gv)
∂y

= 0 (1)

其中守恒变量为：

Q =


ρ
ρu
ρv
E

 (2)

x、y 方向的通量分别为：

Fi =


ρu

ρu2+ p
ρuv
u(E+ p)

 , Fv =
1

Re


0
τxx
τxy
uτxx + vτxy+qx

 (3)

Gi =


ρv
ρuv

ρv2+ p
v(E+ p)

 , Gv =
1

Re


0
τyx
τyy
uτyx + vτyy+qy

 (4)

其中总能为：

E =
p
γ−1

+
1
2
ρ(u2+ v2) (5)

粘性应力项为：



τxx = 2µ
∂u
∂x
− 2

3
µ

(
∂u
∂x
+
∂v
∂y

)
τyy = 2µ

∂v
∂y
− 2

3
µ

(
∂u
∂x
+
∂v
∂y

)
τxy = µ

(
∂v
∂x
+
∂u
∂y

)
= τyx

(6)

传热项为： 
qx =

µ

(γ−1)Ma2Pr
∂T
∂x

qy =
µ

(γ−1)Ma2Pr
∂T
∂y

(7)

Pr = 0.72 γ = 1.4

其中，  Re 和 Ma 分别为参考雷诺数和参考马赫数，

，比热比 ，黏性系数由 Sutherland公式

计算：

µ = T
3
2

1+C
T +C

, C =
110.4K

Tref
(8)

Tref其中 为参考温度。

无量纲形式的完全气体状态方程和声速方程分

别为：

p =
ρT
γMa2 ， a =

√
γp
ρ

(9)

 1.2   数值方法

本文研究的数值格式主要用于离散 Euler或者

Navier-Stokes方程的对流项，下面以 x 方向的离散为

例进行说明。

WENO格式采用如下公式来离散导数项：

F′j =
F̂ j+ 1

2
− F̂ j− 1

2

∆x
(10)

F̂ j+ 1
2

F

F̂ j+ 1
2

其中 通过 WENO重构的方法来计算。对于系统

方程，例如 Euler或者 Navier-Stokes方程，需要先把物

理通量 投影到特征空间，然后对每一维的特征变量

进行标量形式的 WENO重构过程。计算出标量形式

的数值通量之后，再通过逆特征投影得到物理空间中

的数值通量 。详细计算步骤可参考文献 [9,13]。

f̂ j+ 1
2

WENO格式的本质是对标量形式的特征变量进

行计算，因此下文重点以标量形式 来说明五阶

WENO格式的详细计算过程。

f f (u) = f +(u)+ f −(u)
d f +(u)

du
⩾ 0,

d f −(u)
du

⩽ 0

f ±(u) =
1
2

[ f (u)±αu] α =

man {| f ′(u)|}

首先对通量 进行分裂 ，满足

迎 风 性 条 件 ： 。 常 用 的 Lax-

Friedrichs分 裂 为 ， 其 中

。

f̂ +
j+ 1

2

f̂ −
j+ 1

2

WENO格式需要对 和 分别进行计算，然
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f̂ j+ 1
2
= f̂ +

j+ 1
2

+ f̂ −
j+ 1

2

后组合成数值通量 。

f̂ −
j+ 1

2

x j+ 1
2

f̂ +
j+ 1

2

f̂ +
j+ 1

2

+

因为负通量 的系数关于 与 是对称的，

所以下文只需说明正通量 的构造过程。为了公式

表达的简洁性，行文中暂且忽略正通量指标的符号

“ ”。

 1.2.1    线性子重构格式和线性权

f̂ j+ 1
2

S =
{
x j−2, · · · , x j+2

}
数值通量 在总模板 上的线

性重构为：

f̂ j+ 1
2
=

2∑
r=0

dr f̂ (r)
j+ 1

2

=
1
30

f j−2−
13
60

f j−1+
47
60

f j+
9

20
f j+1−

1
20

f j+2 (11)

S 0 = {x j−2, · · · , x j} S 1 = {x j−1, · · · ,
x j+1} S 2 = {x j, · · · , x j+2}
在三个候选子模板 、

和 上的子重构分别为：

f̂ (0)
j+ 1

2

=
1
3

f j−2−
7
6

f j−1+
11
6

f j

f̂ (1)
j+ 1

2

= −1
6

f j−1+
5
6

f j+
1
3

f j+1

f̂ (2)
j+ 1

2

=
1
3

f j+
5
6

f j+1−
1
6

f j+2

(12)

d0 = 1/10 d1 = 6/10

d2 = 3/10

从而可以计算出线性权值为： ， ，

。

本文中所有的五阶 WENO格式的子重构和线性

权取值都是一致的，下文不再赘述。

 1.2.2    WENO-JS格式的光滑因子和非线性权

ISr =

2∑
l=1

w x j+ 1
2

x j− 1
2

∆x2l−1
(
∂l pr

∂xl

)2

dx

五阶 WENO-JS格式 [14] 在三个候选子模板上的

光滑因子为 ，具体为如

下形式：

IS 0 =
13
12

(
f j−2−2 f j−1+ f j

)2
+

1
4

(
f j−2−4 f j−1+3 f j

)2

IS 1 =
13
12

(
f j−1−2 f j+ f j+1

)2
+

1
4

(
f j−1− f j+1

)2

IS 2 =
13
12

(
f j−2 f j+1+ f j+2

)2
+

1
4

(
3 f j−4 f j+1+ f j+2

)2

(13)

对其 Taylor展开，可得：

IS 0 =
(

f ′j
)2

h2+

[
13
12

(
f ′′j

)2− 2
3

f ′j f (3)
j

]
h4+O

(
h5

)
IS 1 =

(
f ′j
)2

h2+

[
13
12

(
f ′′j

)2
+

1
3

f ′j f (3)
j

]
h4+O

(
h6

)
IS 2 =

(
f ′j
)2

h2+

[
13
12

(
f ′′j

)2− 2
3

f ′j f (3)
j

]
h4+O

(
h5

)
(14)

根据线性权和光滑因子可以计算出非线性权：

αJS
r =

dr

(ISr +ε)2 , r = 0,1,2 (15)

ε ε = 1×10−6其中， 用于防止分母为零，一般取值为 。

归一化后的非线性权为：

ωJS
r =

αJS
r

2∑
s=0

αJS
s

, r = 0,1,2 (16)

ISr = D
[
1+O

(
∆x2

)]
根据式（ 14）可以得到：   ，其中

D 与 r 无关，因此WENO-JS格式满足五阶精度 [14]。

根据非线性权和三个子重构式（12）可以得到五

阶WENO-JS格式：

f̂ j+ 1
2
=

2∑
r=0

ωJSr f̂ (r)
j+ 1

2

(17)

 1.2.3    WENO-Z格式的光滑因子和非线性权

τ5

τ5 =

|IS 0− IS 2| = O
(
h5

)

WENO-Z格式 [19,20] 在三个候选子模板上的光滑

因子与 WENO-JS格式保持一致，而 WENO-Z格式的

重要创新之处是引入了全局光滑因子 ，它表征了

总模板的光滑性，其中五阶全局光滑因子为

。

WENO-Z格式的非线性权取为如下形式：

αZr = dr

1+ (
τ5

ISr +ε

)2 , r = 0,1,2 (18)

ε ε = 1×10−40其中， 用于防止分母为零，一般取值为 。

归一化后的非线性权为：

ωZr =
αZ

r
2∑

s=0

αZs

, r = 0,1,2 (19)

Borges等[19] 推导出WENO-Z型非线性权满足五

阶精度的充分条件为：

ωr = dr +O
(
h3

)
(20)

ωZr = dr +O
(
h6

)
根据光滑因子和式（18）可得到： ，因此

满足五阶精度的充分条件式（20）。
根据非线性权和三个子重构式（12）可以得到五

阶WENO-Z格式：

f̂ j+ 1
2
=

2∑
r=0

ωZr f̂ (r)
j+ 1

2

(21)

 1.2.4    WENO-NS格式的光滑因子和非线性权

五阶 WENO-NS格式 [22] 在三个候选子模板上的
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光滑因子取为如下形式：
IS 0 = ξ

∣∣∣ f j−2−3 f j−1+2 f j
∣∣∣+ ∣∣∣ f j−2−2 f j−1+ f j

∣∣∣
IS 1 = ξ

∣∣∣− f j+ f j+1
∣∣∣+ ∣∣∣ f j−1−2 f j+ f j+1

∣∣∣
IS 2 = ξ

∣∣∣− f j+ f j+1
∣∣∣+ ∣∣∣ f j−2 f j+1+ f j+2

∣∣∣ (22)

ξ = 0.4其中参数取为 。

五阶全局光滑因子为：

τ5 =
1
2

{
(IS 0− IS 2)2+

[
G

(
f j+1− f j

)]2
}
, G (x) =

x3

1+ x3
(23)

对其 Taylor展开，可得：

IS 0 = ξ

∣∣∣∣∣ f ′j h+ 1
2

f ′′j h2
∣∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ f ′′j h2

∣∣∣∣+O
(
h3

)
IS 1 = ξ

∣∣∣∣∣ f ′j h+ 1
2

f ′′j h2
∣∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ f ′′j h2

∣∣∣∣+O
(
h3

)
IS 2 = ξ

∣∣∣∣∣ f ′j h+ 1
2

f ′′j h2
∣∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ f ′′j h2

∣∣∣∣+O
(
h3

)
τ5 = O

(
h6

)
(24)

WENO-NS格式的非线性权取为如下形式：

αNS
r = dr

[
1+

τ5

(ISr +ε)2

]
, r = 0,1,2 (25)

ε ε = 1×10−40其中， 用于防止分母为零，一般取值为 。

归一化后的非线性权为：

ωNSr =
αNSr

2∑
s=0

αNSs

, r = 0,1,2 (26)

ωNSr = dr +O
(
h4

)
根据式（24）可以得到：  ，因此满足五

阶精度的充分条件式（20）。
根据非线性权和三个子重构式（12）可以得到五

阶WENO-NS格式：

f̂ j+ 1
2
=

2∑
r=0

ωNSr f̂ (r)
j+ 1

2

(27)

 1.2.5    WENO-F格式的光滑因子和非线性权

五阶WENO-F格式[26] 在三个候选子模板上的光

滑因子取为如下形式：
IS 0 =

(
f j−2− f j−1

)2
+

(
f j−1− f j

)2

IS 1 =
(

f j−1− f j
)2
+

(
f j− f j+1

)2

IS 2 =
(

f j− f j+1
)2
+

(
f j+1− f j+2

)2

(28)

五阶全局光滑因子为：

τ5 =
(

f j+2−4 f j+1+6 f j−4 f j−1+ f j−2
)2

(29)

对其 Taylor展开，可得：

IS 0 = 2
(

f ′j
)2

h2−4
(

f ′j f ′′j
)
h3+O

(
h4

)
IS 1 = 2

(
f ′j
)2

h2+

[
1
2

(
f ′′j

)2
+

2
3

f ′j f (3)
j

]
h4+O

(
h6

)
IS 2 = 2

(
f ′j
)2

h2+4
(

f ′j f ′′j
)
h3+O

(
h4

)
τ5 = O

(
h8

)
(30)

WENO-F格式的非线性权取为如下形式：

αF
r = dr

(
1+

τ5

IS r +ε

)
, r = 0,1,2 (31)

ε ε = 1×10−40其中， 用于防止分母为零，一般取值为 。

归一化后的非线性权为：

ωF
r =

αF
r

2∑
s=0

αF
s

, r = 0,1,2 (32)

ωFr = dr +O
(
h6

)
根据式（30）可以得到：  ，因此满足五阶

精度的充分条件式（20）。
根据非线性权和三个子重构式（12）可以得到五

阶WENO-F格式：

f̂ j+ 1
2
=

2∑
r=0

ωFr f̂ (r)
j+ 1

2

(33)

 1.3   新型光滑因子和非线性权

f (x) = sin(x) r ⩾ 4 ( f (r−2))2−
f (r−3) f (r−1) = 1

( f ′)2− f f ′′ = 1

Wu等 [27,28] 针 对 描 述 波 动 属 性 的 基 本 函 数

，得到其导数关系：对于 ，

。由此发展了一类适用于多尺度流动

问题的七阶及以上 WENO格式的光滑因子。通过简

单的导数运算，可以发现当 r = 3时，  也

是成立的。本文以此为基础，发展了五阶 WENO格

式的光滑因子。

f (x) = Asin(ωx+φ)

( f ′)2− f f ′′ = A2ω2

( f ′)2−µ f f ′′ =C

首先将导数关系推广到更一般的正弦函数

，经过简单的导数运算可以得到

是常数。然后将导数关系推广到更

一般的情形 ，其中 μ 和 C 为常数。求

解该微分方程可以得到对应的函数形式。

( f ′)2− f f ′′ = 1

f (x) = sinh(x)

( f ′)2−2 f f ′′ = 0 f (x) = x2

( f ′)2−µ f f ′′ =C2

f (x) =Cx

( f ′)2−µ f f ′′ = 0

f (x) = x−
1

39

以下举例说明。对于微分方程 ，还

可以得到另一个特解为 。对于微分方程

，可以得到一个特解为 。对于

微分方程 ，其中 μ 和 C 为任意常数，

可以得到一个特解为 。对于微分方程

，其中 μ = 0.025，可以得到一个特解为

。

24 空    气    动    力    学    学    报 第 41 卷



( f ′)2−
µ f f ′′ =C

因此，当实际计算遇到的函数为这些特解时，对

于特定的参数 μ 和 C，就能满足导数关系

。

定义如下的算子函数 [27,28]：

δ f (x) = f (x+h/2)− f (x−h/2)

σ f (x) = f (x+h/2)+ f (x−h/2)

σδ f (x) = f (x+h)− f (x−h)

δ2 f (x) = f (x+h)−2 f (x)+ f (x−h)

σ2 f (x) = f (x+h)+2 f (x)+ f (x−h)

(34)

其中 h 是网格宽度。

通过 Taylor展开，可得：

1
2h
σδ f (x) = f ′ (x)+O

(
h2

)
1
h2 δ

2 f (x) = f ′′ (x)+O
(
h2

)
1
4
σ2 f (x) = f (x)+O

(
h2

) (35)

因此，可以给出如下的算子函数关系：

β̃(x) =
[
σδ f (x)

]2−µ
[
σ2 f (x)

] [
δ2 f (x)

]
=4h2

[
( f ′)2−µ f f ′′

]
+O

(
h4

)
(36)

其中 μ 为参数。

( f ′)2−µ f f ′′ =C

β̃(x) = 4Ch2+O
(
h4

)
( f ′)2−µ f f ′′ = O

(
1/h3

)
β̃(x) = O (1/h)

当函数满足导数关系 ，在光滑区

域 ，近似为与变量 x 无关的常数；

在间断区域 ，则 。

β̃(x) =
[
σδ f (x)

]2−µ
[
σ2 f (x)

] [
δ2 f (x)

]
根据光滑因子设计的原理：当模板位于光滑区

域，则光滑因子应该尽量接近零；当模板位于间断区

域 ， 则 光 滑 因 子 应 该 尽 量 接 近 无 穷 大 。 因 此

符合光滑因子的

设计原理，本文基于该函数来设计一类新型光滑

因子。

β̃(x)在 中代入算子函数的表达式，可得：

β̃(x) =
[
σδ f (x)

]2−µ
[
σ2 f (x)

] [
δ2 f (x)

]
=
[
f (x+h)− f (x−h)

]2−
µ
[
f (x+h)+2 f (x)+ f (x−h)

] ·[
f (x+h)−2 f (x)+ f (x−h)

]
= (1−µ) [ f (x+h)− f (x−h)

]2

+4µ
[
f (x)2− f (x+h) f (x−h)

]
(37)

由于光滑因子必须为正数才能保证计算的稳定

性，而上式并不能满足该要求。经过数值试验，如果

直接取上式的绝对值作为光滑因子会导致计算严重

不稳定。借鉴 WENO-NS和 WENO-S格式的设计经

验，我们取如下函数作为光滑因子：

β(x) = |1−µ| [ f (x+h)− f (x−h)
]2
+

4 |µ|
∣∣∣ f (x)2− f (x+h) f (x−h)

∣∣∣ (38)

S 0 = {x j−2, · · · , x j} S 1 = {x j−1, · · · ,
x j+1} S 2 =

{
x j, · · · , x j+2

}在三个候选子模板 、

和 上，新型光滑因子分别取为如

下形式：
IS 0 = β

(
x j−1

)
= |1−µ|

(
f j− f j−2

)2
+4 |µ|

∣∣∣∣ f 2
j−1− f j−2 f j

∣∣∣∣
IS 1 = β

(
x j

)
= |1−µ|

(
f j+1− f j−1

)2
+4 |µ|

∣∣∣∣ f 2
j − f j−1 f j+1

∣∣∣∣
IS 2 = β

(
x j+1

)
= |1−µ|

(
f j+2− f j

)2
+4 |µ|

∣∣∣∣ f 2
j+1− f j f j+2

∣∣∣∣
(39)

µ = 0.025

其中，参数 μ 越大则格式的数值耗散越大；参数 μ 过

小则会由于耗散不足而导致计算激波出现不稳定。

经过大量的数值试验，本文中取 ，该参数能

符合 WENO格式对激波捕捉和模拟精细结构的需

求。由这种新型光滑因子构造的 WENO格式简记为

WENO-XS格式。

类似于三点模板的光滑因子推导过程，可以得到

五点模板的新型五阶全局光滑因子：

τ5 =|1−µ|
(

f j+2−2 f j+1+2 f j−1− f j−2
)2
+

4 |µ|
∣∣∣∣∣∣( f j+1−2 f j+ f j−1

)2−

(
f j+2−2 f j+1+ f j

) (
f j−2 f j−1+ f j−2

)∣∣∣∣∣∣ (40)

WENO-XS格式的非线性权取为如下形式：

αXS
r = dr

(
1+

τ5

ISr +ε

)
, r = 0,1,2 (41)

ε ε = 1×10−40其中， 用于防止分母为零，本文取值为 。

归一化后的非线性权为：

ωXS
r =

αXS
r

2∑
s=0

αXS
s

, r = 0,1,2 (42)

根据非线性权和三个子重构式（12）可以得到新

型五阶WENO-XS格式：

f̂ j+ 1
2
=

2∑
r=0

ωXSr f̂ (r)
j+ 1

2

(43)

 2    精度分析和验证

 2.1   新型光滑因子和非线性权的精度分析

对新型光滑因子式（39）进行 Taylor展开，可以得
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到如下的精度估计：

IS 0 = 4 |1−µ|
(

f ′j
)2

h2+4 |µ|
∣∣∣∣∣( f ′j

)2− f j f ′′j

∣∣∣∣∣h2+O
(
h3

)
IS 1 = 4 |1−µ|

(
f ′j
)2

h2+4 |µ|
∣∣∣∣∣( f ′j

)2− f j f ′′j

∣∣∣∣∣h2+O
(
h4

)
IS 2 = 4 |1−µ|

(
f ′j
)2

h2+4 |µ|
∣∣∣∣∣( f ′j

)2− f j f ′′j

∣∣∣∣∣h2+O
(
h3

)
(44)

(
f ′j
)2

h2

4 |1−µ|
(

f ′j
)2

h2+

4 |µ|
∣∣∣∣∣( f ′j

)2− f j f ′′j

∣∣∣∣∣h2 ∣∣∣∣∣( f ′j
)2− f j f ′′j

∣∣∣∣∣h2

通 过 对 比 分 析 发 现 ， 如 果 忽 略 常 数 系 数 ，

WENO-JS、 WENO-Z、 WENO-NS和 WENO-F格 式

的光滑因子的 Taylor展开主项都是 ，而新型

光 滑 因 子 的 Taylor展 开 主 项 为

，可见新型光滑因子对候选模板的

光滑性判断多出一项 。

IS 1 = |1−µ|
(

f j+1− f j−1
)2
+4 |µ|

∣∣∣∣ f 2
j − f j−1 f j+1

∣∣∣∣
IS 1 = IS (1)

1 + IS (2)
1

IS (1)
1 = |1−µ|

(
f j+1− f j−1

)2
IS (2)

1 =

4 |µ|
∣∣∣∣ f 2

j − f j−1 f j+1

∣∣∣∣

为了分析新型光滑因子中各项的特性，以

为 例 进 行

说明。不妨简记为如下形式： ，其中

两个分量分别为： ，

。

以下从光滑函数问题和包含间断的问题两方面

来分别说明：

1）光滑函数问题。

f (x) = sin(πx) −1 ⩽ x ⩽ 1取 ，其计算域为 ，计算网

格取为 N = 20，网格宽度为 h = 0.1。

IS (1)
1

IS (1)
1

IS (2)
1 IS (2)

1

IS (2)
1 = 4 |µ|

∣∣∣∣∣( f ′ j

)2− f j f ′′ j

∣∣∣∣∣h2+O
(
h4

)
f (x) =

图 1给出了 WENO5-XS格式光滑因子的两个分

量在计算域内的分布，从图中可以发现 在光滑函

数的极值附近迅速减小，在其余区域 的值则显著

大 于 。 分 量 基 本 保 持 常 数 ， 这 是 由 于

，对于函数

sin(πx)
∣∣∣∣∣( f ′ j

)2− f j f ′′ j

∣∣∣∣∣
IS (2)

1 =Ch2+O
(
h4

)
IS (1)

1

IS (2)
1

ω(1)
1 ω(2)

1

ω(1)
1 d1 = 0.6

ω1

，满足导数关系式 为常数，使得

， 其 中 C 为 常 数 。 采 用 和

这两个分量作为光滑因子，分别计算得到的非线

性权记为 和 ，其分布如图 2所示。对于光滑函

数，非线性权 偏离线性权（ ）严重，显然是

不符合设计要求的。总的非线性权 与线性权比较

接近，是满足光滑问题的高精度计算需求的。
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ω
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图 2    对光滑函数 WENO5-XS 格式光滑因子的

两个分量计算的非线性权

Fig. 2    Nonlinear weights of WENO5-XS
scheme in smooth region

 

ω1 d1

不同五阶 WENO格式的光滑因子和非线性权的

比较如图 3、图 4所示，可以发现 WENO5-JS格式的

非线性权 与线性权 的偏离较大，其余格式非线性

权与线性权的差异较小。
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图 3    对光滑函数不同五阶 WENO 格式的光滑因子比较

Fig. 3    Smoothness indicators of different WENO5
schemes in smooth region

 

2）包含间断的问题。

−1 < x < 0

f (x) = −sin(πx)− x3/2 0 ⩽ x ⩽ 1 f (x) = −sin(πx)−
间 断 函 数 取 为 如 下 形 式 ： 当 时 ，

；当 时，
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图 1    对光滑函数 WENO5-XS 格式光滑因子的两个分量

Fig. 1    Smoothness indicator and its components of WENO5-XS
scheme in smooth region
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x3/2+1。计算网格取为 N  =  200，网格宽度为 h  =
0.01。

IS (1)
1

IS (1)
1 IS (2)

1 IS (1)
1

IS (2)
1 IS (1)

1 IS (2)
1

IS (1)
1 IS (2)

1

ω(1)
1 ω(2)

1

ω(2)
1 ω(1)

1

IS (2)
1

IS 1

图 5给出了 WENO5-XS格式光滑因子的两个分

量在计算域内的分布，从图中可以发现：对于光滑区

域， 在函数极值附近迅速减小，在其余光滑区域

的值则显著大于 。对于间断区域， 和

都能准确地识别间断点，并且 的值比 更

大。采用 和 这两个分量作为光滑因子，分别

计算得到非线性权记为 和 ，其分布如图 6所

示。在间断处，非线性权 的数值比 更小，说明

对间断的识别起着重要作用，因此光滑因子两个

分量之和 能更准确地识别间断。

 
 

IS
1

1×10−6

1×10−4

1×10−2

1×10−5

1×10−3

1×10−1

1×100 IS1

IS1
(1)

IS1
(2)

x

−1.0 −0.5 0 0.5 1.0

图 5    对间断函数 WENO5-XS 格式光滑因子的两个分量

Fig. 5    Smoothness indicator and its components of WENO5-XS
scheme in discontinuous region

 

ω1

不同五阶 WENO格式的光滑因子和非线性权的

比较如图 7、图 8所示，可以发现间断点处 WENO5-
JS格式的非线性权值 相对较小，对间断的抹平最

ω1

严重；在间断点处 WENO5-XS格式的非线性权值

相对较大，对间断的分辨率更好。
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Fig. 4    Nonlinear weights of different WENO5
schemes in smooth region
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Fig. 6    Nonlinear weights of WENO5-XS scheme
in discontinuous region
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对新型五阶全局光滑因子进行 Taylor展开，可以

得到：

τ5 =4 |1−µ|
(

f j
′′′)2

h6+4 |µ|
[(

f j
′′′)2− f ′′j f j

(4)
]
h6+O

(
h8

)
=O

(
h6

)
(45)

把以上的精度估计代入非线性权，可以得到如下

的关系：

αXS
r = dr

(
1+

τ5

IS r +ε

)
= dr

1+ O
(
h6

)
O

(
h2)

 = dr+O
(
h4

)
(46)

归一化后的非线性权为：

ωXS
r =

αXS
r

2∑
s=0

αXS
s

=
dr +O

(
h4

)
2∑

s=0

ds+O
(
h4

)
=

dr +O
(
h4

)
1+O

(
h4) = dr +O

(
h4

)
(47)

f ′j , 0当不存在临界点，即当 时，式（47）满足五阶

精度的充分条件式（20），此时WENO-XS格式达到五

阶最优精度要求。

f ′j = 0当存在一阶临界点，即当 时，
IS 0 = 4

∣∣∣∣µ f j f ′′j
∣∣∣∣h2+O

(
h3

)
IS 1 = 4

∣∣∣∣µ f j f ′′j
∣∣∣∣h2+O

(
h4

)
IS 2 = 4

∣∣∣∣µ f j f ′′j
∣∣∣∣h2+O

(
h3

) (48)

ωXSr = dr +O
(
h4

)
同样的推导方法可以得到：  ，因此仍

然满足五阶精度的充分条件式（20）。
 2.2   数值精度验证和计算效率

为了验证数值方法的精度，我们选取如下的格

式：时间离散采用三阶 TVD Runge-Kutta格式 [10]，通

量分裂采用 Lax-Friedrichs分裂，空间离散采用五阶

WENO-XS差分格式。

以一维 Euler方程的对流密度波问题为验证标

准[29]，其精确解为：

(ρ,u, p) = (1+0.1sin[π (x− t)] ,1,1) (49)

[0,2]

t = 200

CFL2 = CFL1(N2/N1)
3−n

3

计算域取为 ，边界取为周期性边界条件。计

算的最终时刻取为 100个周期 ，初始的计算网

格为 80个点，CFL = 0.5。随着网格点数增大，CFL数

取为 ，其中下标“1”表示上一

个时间层的值，下标“2”表示下一个时间层的值，

N 表示网格点数，n = 5表示空间离散精度。计算得到

的数值结果如表 1所示。该问题包含一阶临界点，数

值结果验证了 WENO-XS格式在一阶临界点处也达

到了五阶的设计精度。
  

表 1    五阶 WENO-XS 格式的数值精度验证

Table 1    Numerical accuracy of WENO5-XS scheme

N L1误差 L1阶数 L∞误差 L∞阶数

80 0.844×10–5 -- 0.133×10–4 --

100 0.277×10–5 5 0.435×10–5 5

120 0.111×10–5 5 0.175×10–5 5

140 0.515×10–6 5 0.809×10–6 5

160 0.264×10–6 5 0.415×10–6 5
 
 

采用 CPU计算时间和 L1 平均误差作为综合因素

来评价数值格式的计算效率。计算结果如图 9所示，

可以发现计算效率从高到低依次是  WENO5-F、
WENO5-XS、WENO5-Z、WENO5-NS和 WENO5-JS格

式。其中 WENO5-F格式的计算效率最高，主要得益

于 WENO5-F的光滑因子的形式最简洁。WENO5-
JS格式计算效率最低，主要是由于在相同网格下其

计算误差较大。WENO5-XS 格式的计算效率比较高，

这 是 因 为 其 光 滑 因 子 的 形 式 比 WENO5-JS和

WENO5-NS的形式更简洁，并且 WENO5-XS 格式的

三个光滑因子在计算时只需平移一个坐标点，此优点

更利于编程和数值计算。
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图 9    不同五阶 WENO 格式计算效率的比较

Fig. 9    The comparison of computational efficiency for different
fifth-order WENO schemes

 

 3    数值实验与分析

为了验证新型 WENO-XS格式在双曲守恒方程

中的计算准确度和稳定性，本文计算了一维 Euler 方
程、二维 Euler 方程和二维 Navier-Stokes方程。时间

离散采用三阶 TVD Runge-Kutta格式[10]，通量分裂采

用 Lax-Friedrichs分裂，空间离散采用多种不同的五

阶WENO格式用于比较计算结果。
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 3.1   Titarev–Toro 问题

本问题的控制方程是一维 Euler 方程。Titarev–
Toro问题 [30] 流场中含有丰富的密度波结构，能够考

察计算格式对流场细节的分辨能力，是验证数值格式

的标准算例。该问题的初始条件为：

(ρ,u, p)=
{

(1.515 695, 0.523 346, 1.805 000), x ⩽ −4.5

(1+0.1sin (20πx) , 0.0, 1.0) , −4.5＜x
(50)

x = −4.5计算区域取为 [−5, 5]，初始间断位于 处，

最终计算时刻取为 t = 5。边界处采用初始边界值。

采用 10 000个网格点的五阶WENO-JS格式的计算结

果来作为参考解。

本问题分别采用五阶 WENO-JS格式、WENO-

Z格 式 、 WENO-F格 式 、 WENO-NS格 式 和 新 型

WENO-XS格式来进行计算，密度波的分布如图 10

所示。为了便于比较，计算网格采用 1 000个点，使得

密度波的一个周期内有 10个点。由于高频的密度波

区域是光滑区域，非常适合考察格式的短波分辨率和

耗散性。从计算结果可以看出，新型 WENO-XS格式

在本问题中的计算结果与参考解最为接近，这说明

WENO-XS格式在光滑区的非线性权更接近线性权，

分辨率更高，耗散更小。WENO-NS格式的计算结果

次之， WENO-F格式比 WENO-Z格式计算结果略好，

而WENO-JS格式在本问题中对高频密度波的分辨率

结果相对较差。

 3.2   双冲击波问题

本问题的控制方程是一维 Euler 方程。双冲击波

问题 [31] 包括了强激波、接触间断和膨胀波之间的相

互作用，对计算格式的稳定性要求比较高。其初值为：

(ρ,u, p) =


(1.0,
(1.0,
(1.0,

0.0,
0.0,
0.0,

1 000),
0.01),
100),

0 ⩽ x < 0.1
0.1 ⩽ x < 0.9
0.9 ⩽ x ⩽ 1.0

(51)

计算域两端采用反射边界条件，计算终止时间

为 t  =  0.038，采用 10 000个网格点的五阶 WENO-
JS格式的计算结果来作为该问题的参考解。

本问题分别采用五阶 WENO-JS格式、WENO-
Z格 式 、 WENO-F格 式 、 WENO-NS格 式 和 新 型

WENO-XS格式来进行计算，密度的分布如图 11所
示。计算网格采用 250个点。本问题中由双冲击波形

成的间断区域非常适合考察格式的激波捕捉特性。

从计算结果可以看出，新型WENO-XS格式在本问题

中的计算结果与参考解最为接近，  对间断的识别较

为准确。WENO-F格式比 WENO-NS格式计算结果

略好，WENO-Z格式计算结果比WENO-JS格式好。

由于 WENO-Z格式、WENO-F格式、WENO-NS
格式和新型 WENO-XS格式采用的都是 WENO-Z类

型的非线性权，对于高频波的分辨率和激波捕捉优于

传统的 WENO-JS类型的非线性权。因此，对于二维

问题，不再给出WENO-JS格式的计算结果。

 3.3   激波双马赫反射问题

本问题的控制方程是二维 Euler 方程。双马赫反

射问题 [31] 包含强激波和滑移线，非常适合于考察格

式的激波捕捉能力和流场精细结构的分辨率。本问

题描述的是马赫数为 10的强运动斜激波以与 x 轴方

向呈 60°角的方向入射，入射点在（1/6,0），计算区域

取 [0,4] × [0,1]。激波波前静止空气的密度为 1.4，压
力为 1，波后按激波关系给定初始条件。初始物理参

数为：

(ρ,u,v, p) =
{

(1.4,0.0,0.0,1.0) ,波前
(8.0,7.145,−4.125,116.5) ,波后

(52)

下边界在 [1/6,4]的区域给定壁面反射边界条件，
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图 10    不同五阶 WENO 格式求解 Titarev-Toro 问题

Fig. 10    Solutions of the Titarev-Toro problem obtained by
different fifth-order WENO schemes
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其它边界按照激波运动所在的位置分别给定波前或

波后的值。本文采用 1 500×375的均匀网格计算到无

量纲时间 t = 0.2。
本问题分别采用五阶 WENO-Z格式、WENO-

F格式、WENO-NS格式和新型 WENO-XS格式来进

行计算，结果如图 12所示，取密度为 1.6～21共 30条
等值线作图。本问题比较不同格式主要关注马赫杆

和滑移线附近的分辨率，因此为了更好地比较不同的

计算结果 ，在图中仅给出涡卷起区域 （ blow-up
region）。从计算结果可以看出，新型 WENO-XS格式

得到的旋涡结构是最丰富的，对流场精细结构的

分辨率最高，  WENO-NS格式比 WENO-F格式计算

结果略好，WENO-Z格式的计算结果相对较差。

本问题的计算结果可以验证新型 WENO-XS格

式不仅能够模拟滑移线等精细结构，同时能够准确地

捕捉激波。

 3.4   前台阶问题

本问题的控制方程是二维 Euler 方程。前台阶问

题[31] 的初始条件为马赫数为 3的强运动激波沿着带

有台阶的风洞向右传播。台阶高度为 0.2，前缘位置
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图 11    不同五阶 WENO 格式求解双冲击波问题

Fig. 11    Solutions of two interacting blast waves obtained by
different fifth-order WENO schemes
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图 12    不同五阶 WENO 格式求解双马赫反射问题

Fig. 12    Solutions of the double Mach reflection problem
obtained by different fifth-order WENO schemes
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在 0.6，计算域为 [0,3] × [0,1]。初始物理参数为：

(ρ,u,v, p) = (1.4,3.0,0.0,1.0) (53)

左、右边界为开边界，其余边界取壁面反射条

件。本文采用 720×240的均匀网格，计算截止到无量

纲时间 t = 4的时刻。

本问题分别采用五阶 WENO-Z格式、WENO-
F格式、WENO-NS格式和新型 WENO-XS格式来进

行计算，结果如图 13所示，取密度为 0.256 8～6.607
共 60条等值线作图。本问题比较不同格式主要关注

滑移线附近的分辨率。从计算结果可以看出，新型

WENO-XS格式识别的旋涡结构是最丰富的，对流场

精细结构的分辨率最高，WENO-NS格式的计算结果

次之，WENO-F格式与WENO-Z格式的计算结果相当。
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图 13    不同五阶 WENO 格式求解前台阶问题

Fig. 13    Flow fields around a forward facing step obtained by
different fifth-order WENO schemes

 

本问题的计算结果可以验证新型 WENO-XS格

式能够准确地捕捉强激波，同时能够分辨出滑移线附

近更多的旋涡精细结构，说明WENO-XS格式的耗散

是相对最小的。

 3.5   激波与剪切层相互作用

本问题的控制方程是二维可压缩 Navier-Stokes
方程。本问题是典型的激波噪声问题，在论文 [32，33]
中有详细的描述和分析。以下简要说明计算的初始

条件和边界条件。整个剪切层在初始时刻是等压的，

并且总的焓值也处处相等。计算域取为 [0,200]×
[−20,20]。初始时刻可以把计算域分成如图 14所示

的 5个部分，表 2给出了各个区域具体的流动参数。
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图 14    初始流场计算域的划分

Fig. 14    Decomposition of the computational
domain at the initial state

  
表 2    初始时刻流场的物理参数

Table 2    Parameters of the initial flow field

Parameter Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅳ Ⅴ

u 3.000 0 2.000 0 2.970 9 2.979 2 1.900 1

v 0 0 –0.136 7 –0.199 6 –0.127 3

Density 1.637 4 0.362 6 2.110 1 1.882 3 0.417 3

Pressure 0.332 7 0.332 7 0.475 4 0.405 1 0.405 1

c 0.533 3 1.133 3 0.561 6 0.548 9 1.165 8

Ma 5.625 0 1.764 7 5.295 6 5.439 6 1.633 5
 
 

y = (Ly/2) ·
[
sinh(byη)/sinh(by)

]
Ly = 40 by = 1

η ∈ [−1,1]

网格在 x 方向取均匀网格，在 y 方向取拉伸网

格，拉伸变换关系为 。

y 方向的计算域长度为 ，拉伸因子 ，计算

网格 为均匀网格。

ρref = (ρ̄1+ ρ̄2)/2 Vref = ū1− ū2

参考长度取为初始时刻涡量厚度，参考密度

取为 ，参考速度取为 ，参

考 Reynolds数 Re = 500。
上边界条件取激波波后的值，即取Ⅲ区的值。下

边界条件取为滑移壁面边界条件。出口处用远场特

征边界条件。

ū = (u1+u2)/2+ [(u1−u2)/2] · tanh(2y) v̄ = 0

uc = (u1c2+u2c1)/(c1+ c2)

u′ = 0 v′ =
2∑

k=1

ak cos(2πkt/T +ϕk)exp(−y2/b)

T = λ/uc λ = 30 b = 10 a1 = a2 = 0.05 ϕ1 = 0

ϕ2 = π/2

入口处取如下的边界条件：平均流为双曲正切

速度剖面 ， ；

对流速度为 。入口扰动速度

取为： ， 。其

中 ， 、 、 、 、 、

。

本问题采用 1 000×200的网格规模，计算截止到
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无量纲时间 t = 120的时刻。

(
∆ρ =

∂2ρ

∂x2 +
∂2ρ

∂y2

)

采用 3 800×900网格点的五阶 WENO-JS格式的

计算结果作为该问题的参考解。本问题分别采用五

阶 WENO-Z格式、WENO-F格式、WENO-NS格式和

新型 WENO-XS格式来进行计算，结果如图 15所示，

取密度阴影 为−3.5～0.5共 30条等值

线作图。本问题比较不同格式主要关注剪切层和声

波的分辨率。新型 WENO-XS格式对超声速剪切层

外部的小激波结构识别相对较为清晰，对声波的分

辨率相对较好。为了能够更清晰地显示不同格式之

间的差别，取 t = 120时刻横向中心线位置（y = 0）的
密度剖面进行比较（图 16）。从密度剖面的计算结果

可以看出，新型WENO-XS格式在本问题中的表现是

最好的，其计算结果与参考解最为接近，  WENO-
NS格式的计算结果比 WENO-F格式略好，  WENO-
Z格式的计算结果相对较差。

计算结果可以验证新型 WENO-XS格式不仅能

精细模拟剪切层和声波，同时能准确捕捉强激波。

 4    结　论

本文针对广泛应用的五阶 WENO格式，采用算

子函数近似导数关系的方法，设计了一种新型光滑因

子。在间断区域，与传统的光滑因子相比，新型光滑

因子对模板的光滑性判断更好，对间断的识别更准

确。在光滑区域，新型光滑因子使得新型 WENO格

式的非线性权更接近线性权。

理论分析和数值验证表明新型 WENO格式具有

五阶精度，即使在一阶临界点也能保持一致五阶精度。

对于一维激波管问题，通过与WENO-JS、WENO-

Z、WENO-F和WENO-NS格式的比较，从计算结果可

以发现新型WENO-XS格式与参考解最为接近，对短

波的分辨率最高，格式的耗散性最小，同时对激波的

间断识别最准确，具有良好的激波捕捉特性。

对于二维包含激波的流动问题，通过与其他

WENO格式的比较，计算结果表明新型WENO-XS格

式不仅能够准确地捕捉强激波，而且能够模拟剪切层
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图 15    不同五阶 WENO 格式求解激波剪切层相互作用问题

Fig. 15    The interaction of shock wave and shear layer obtained
by different fifth-order WENO schemes
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Fig. 16    The distribution of density along y = 0 obtained by
different fifth-order WENO schemes
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和声波等精细流场结构，得到的旋涡结构是最丰富

的，对旋涡和声波的分辨率最高。

本文提出的五阶 WENO-XS格式在求解包含激

波的复杂流动问题中具有潜在的应用价值。提出的

新型光滑因子构造思路不局限于五阶，可以推广到更

高阶的WENO格式，相关的工作还需进一步研究探索。
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