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摘要: 绕行变换是形象化的可拓变换。数学进化与计算机软件进化在创新中都采用了绕行变换。数学进化中的绕行

变换有：形式化方法、等价变换、变量数学、简化变换、求值变换。计算机软件的绕行变换是把复杂软件变换成基

本运算，使之适合于硬件完成。本文从软件的数值计算、数据存储和计算机程序3个方面进行了说明。
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Abstract: Detour transformation isvisualization of Extension transformation, which is adopted in the innovation of
evolution of mathematics and software. The forms of detour transformations in mathematics evolution are
formalization, equivalent transformation and transforming transformation. The form of detour transformation in the
computer software is to convert the complex software to the basic operations, making it suitable for hardware to
accomplish. The software is described in three aspects, namely numerical calculation, data storage and computer
program. The purpose of detour transformations is to change the complex contradiction problem into the easy
solvable problem. The detour transformation is an effective extension transformation.
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绕行变换是形象化的的可拓变换[1-3]，它把复杂

的难解问题绕行到简单的可求解的问题. 绕行变换

在数学进化和软件进化中是一种典型的创新变换.
目前，对数学进化和软件进化的研究偏向于它们的

历史，而对于进化的规律研究太少. 本文主要是探讨

它们的进化规律.

1   数学进化中绕行变换

1.1   数学的形式化表示

形式化就是用数学符号体系，去表达数学对象

的结构和规律，从而把对具体数学对象的研究转变

为对符号的研究[4]. 它更容易揭示事物的本质和规律

性. 形式化表示极大地帮助了数学的进化发展[4-5]. 欧
洲古代数学的快速发展完全得益于采用了数学形式

化方法. 我国古代数学发展缓慢就在于没有采用数

学形式化方法.
数学的进化包括：数学符号的进化和数学理论

的形成.
1.1.1    数学符号的进化

数学符号进化过程可以表述为

数字→算术→图形→微积分符号→表达式→方

程式→程序.
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数字是数学的原始表示，主要是印度-阿拉伯数

字：0123456789. 数学符号还包括：变量符号(x，y，z)、
运算符号(＋－×÷)、关系符号(＝＜＞∽)、微积分符

号(d ə ∫)、逻辑符号(∧∨～)等类型符号. 表达式和方

程式是用数学符号组合而形成的，它是数学中最重

要的表示形式；图形是空间的表现形式，主要用于解

析几何和拓扑学中；程序是计算机解决数学问题的

表示形式.
数学符号是数学的抽象语言，是文字的缩写，它

是数学家们交流、传达和记录数学思维的简明话语.
它能精确、深刻地表达某种概念、方法和逻辑关系.
1.1.2    数学理论的形成

数学理论的形成过程可以概括为

形式化表示→推演求证→公式和定理→理论体系.

数学问题用表达式或方程式（符号的数学组合）

进行表示，实质上完成了“从数学问题的自然语言描

述到形式化表示的转换”，这是数学中最基本的一种

绕行变换. 表示为

Tform（问题的自然语言描述）=（问题的形式化描述）.

形式化表示便利了推演与求证，即利用形式化

的等价变换，得到正确的公式或者证明了定理. 这种

抽去了内容的正确结论，具有通用性，形成了数学理

论. 数学中各门类的理论集合，形成了数学的理论体

系.

1.2   等价变换

数学中一个重要的解题方法是用等价变换进行

解析求解或者进行定理证明. 它是一种典型的绕行

变换. 等价变换不是相同变换，等价变换的前后会发

生变化，要么是数学结构元素的变化，要么是数值的

变化. 等价变换是从已知条件或者是初始状态出发，

利用保值的等价运算，通过一步一步的演算或者推

导，最后得到所要的结果. 这一步一步的演算或者推

导，就是在绕行变换，实现从已知到未知的变化，即

解决已知和未知的矛盾.
1.2.1    数学结构中元素变化的等价变换

数学中绝大多数的运算都是数学结构的元素发

生变化的等价变换，即相等运算的元素前后都发生

了变化. 等价变换的目的是对问题求解，或者是进行

定理证明.
例如，线代数方程组用矩阵表示为

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann




x1
x2

xn

 =


b1
b2

bn

 .

线代数方程组利用消元法求解，通过对矩阵的

元素进行选主元、主元归一和消元等步骤反复推演，

最后得到具有单位矩阵的线性方程组，其中每一步

相等运算前后的元素都发生了变化. 最后得到的具

有单位矩阵的线性方程组，即
1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 1




x1
x2

xn

 =


b′1
b′2

b′n

 .
它和原始的线性方程组在数学结构的元素上发生巨

大的变化，这时已经求出方程组的解.
1.2.2    数值变化的等价变换

数学中迭代法的等价变换，其运算的前后都不

发生数学结构元素的变化，但是发生数值的变化. 经
过成千上万次迭代，最后得到方程的解.

例如，BP神经网络中权值和阈值的求解的迭代

法为

wi j
(k+1)=wi j

(k)+ηδ jxi1) 网络权值的变换公式为 ;
θ j

(k+1) = θ j
(k) + ηδ j2) 阈值的变换公式为 .

迭代公式每次迭代时公式形式不会发生变化，

但每次迭代时元素的值在发生变化.
数学中的等价变换是解决“未知”与“已知”的问

题. 等价变换是在数学原理（定义、定理等）或数学

方法（消去法、迭代法等）的指导下进行的，通过等

价推演或相等计算来完成从“未知”到“已知”的绕行

变换.

1.3   从常量数学到变量数学的绕行变换

函数的出现以及微积分的发明就是从常量数学

向变量数学的绕行变换结果.
1.3.1    函数和解析几何的出现

解析几何是笛卡儿开创的，他第一个建立了以

x、y为轴的坐标系. 对于运动的点可以通过它与坐标

的距离，来确定运动点的轨迹. 同时也出现了函数的

概念，即一个变量x的变化引起另一个变量y的变化.
傅立叶发现函数可以用曲线表示，也可以用式子

y=f(x)表示. 从此数学由研究常量的初等数学，进入

了研究变量的高等数学. 函数的进化过程表述为

函数→初等函数→复合函数→复变函数→函数

方程→特殊函数.
函数的创造在数学中是具有重要意义的标志或

里程碑.
1.3.2    微分和积分的发明

自变量的变化引起函数的变化，形成了微分. 微
分学研究物体运动的瞬时速度、曲线的切线、函数的
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极值等问题. 微积分实质上是对函数的变换，即把一

个函数变换成了另一个函数（导数），导数的数学

表达式和函数变换分别表示分别为

d
dx

f (x) = f ′(x), Td ( f (x)) = f ′ (x) .

随自变量的变化，对应变化的面积的积累，形成

了积分. 积分学解决计算曲线所围成的面积、曲面所

围成的体积、曲线长、物体的中心等问题. 积分实质

是把一个函数变换成了另一个函数（原函数），积

分的数学表达式和函数变换分别表示分别为∫
f (x)dx = g(x), Ts ( f (x)) = g (x) .

牛顿和莱布尼茨分别独立地建立了微积分. 微
积分的进化过程表述为

导数→微分→积分→常微分方程→偏微分方程

→积分方程→变分方程.
导数表示当前变化的情况，积分表示长期积累

的结果. 微积分的创造是数学进化的重要里程碑，微

积分的发展形成了“数学分析”的新领域.
微积分的价值在于用微分方程式表示自然现象

和法则（多个变量变化时相互之间的关系）的内在

本质. 例如，流体力学中的纳维-斯托克方程和电磁

学原理的麦克斯韦方程（历史上最伟大的10个方程

之一）等都是用微分方程式表示.
1.3.3    无穷与极限的概念

无穷数有无穷大与无穷小，这是一个变化的概

念，它困扰了数学界100多年，即“第二次数学危机”，
直到柯西提出极限(limit)的观点，微积分的表示才确

定下来，数学危机才得以解决. 无穷数和极限自然引

伸出的无限序列与无穷级数. 这样，常量数学就绕行

到了变量数学，开辟了新领域.

1.4   简化变换

简化变换是把复杂难于求解的函数或者是方

程，转变成简单的可求解的函数或者是方程. 这是一

种有效解决问题的绕行变换.
1.4.1    傅里叶变换

傅立叶变换是将一个复杂函数变换成简单的正

弦函数的累加. 在物理学的信号处理中，傅立叶变换

将随时间变化的复杂信号转换成了一系列正弦曲线

之和，并计算其振幅和频率. 这样就很容易对这些信

号进行处理（如地震信号、JPEG数据压缩等处理）.
傅立叶变换是典型的绕行变换. 傅立叶变换也被认

为是主宰人类生活的7个方程之一.

1.4.2    拉普拉斯变换

当微分方程求不出解析解时，可以利用拉普拉

斯变换(Tl)把它变换成代数方程，对代数方程求解，

就容易求出它的解，再利用拉普拉斯逆变换(Tl–1)，把
代数方程的解变换成微分方程的解，从而解决原微

分方程求不出解析解的矛盾. 用拉普拉斯变换表示

为

Tl（微分方程） =（代数方程）,T−1
l （代数方程

解析解） =（微分方程解析解）.

拉普拉斯变换和逆变换都是典型的绕行变换.
1.4.3    微分方程的差分变换

所有不能进行解析求解的微分方程或积分方

程，在变换成差分方程以后，都可以在计算机中进行

数值求解. 用绕行变换表示为

Tdiff（微分方程） =（差分方程）.

差分方程经过整理后，就形成了线代数方程组，

在计算机中就可以进行数值计算了，最后求得偏微

分方程的数值计算结果. 这也是一种简化的绕行变

换.
1.4.4    数值计算的表达式变换

表达式有两种，一种进行算术运算，一种进行导

数求解. 这两种表达式计算，都对运算符有个优先顺

序的规定，算术运算的优先顺序是“先乘除、后加减，

括号优先”的原则；函数表达式求导数时，对运算符

的优先顺序规定是，先对低级运算符号(＋、－)求导

数，再对高级运算符号(×、÷)求导数. 这种人为规定，

不适合在计算机中编程序完成. 这需要将表达式进

行变换. 把有优先顺序规定的表达式变换成只有前

后顺序的表达式，这样才能编制程序在计算机中完

成表达式的算术运算或求导数.
(1) 算术运算的逆波兰式变换

这种绕行变换实质上完成了表达式的中缀表

达，变成了后缀表达，即逆波兰式. 表示为

T−1
pola（中缀表达式） =（后缀表达式）.

这样，编程序就按前后顺序进行算术运算.
(2) 求导数的波兰式变换

这种绕行变换实质上把函数表达式的中缀表

达，变成了前缀表达，即波兰式. 表示为

Tpola（中缀表达式） =（前缀表达式）.

这样，对函数的前缀表达式求导数时，程序按前

后顺序进行求导数.
1.4.5    求值变换

数学主要是研究求解的方法（过程）或求值的
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公式. 现代数学追求的目标是获得解析解（用公式

表示的解）. 对于具体的求值，不深入讨论. 例如，对

于大型方程的求解，现代数学不再过问了. 计算机的

出现，把问题的求解过程用程序来表达，具体的计算

交给计算机来做，从而形成了计算数学. 计算数学不

但把数学中的有效的求解方法加以实现，而且把现

代数学不能获得解析解的问题，通过数值化，求得满

足精度要求的数值解. 例如，有些偏微分方程得不出

解析解，把偏微分方程改变成差分方程，再转化为线

代数方程组，这样就能够求出它的数值解.
对于现代数学的求解析解，改变为计算数学的

求数值解. 这种求值变换也是一种绕行变换，它促成

了数学史中最大规模的一次进化，具体表示为

Tmeans（现代数学的解析解）=（计算数学的数值解）.

计算机的发展推动了计算数学的发展，计算数

学属于数值计算. 数值计算的发展又推动了非数值

计算的发展（数据库的数据处理和知识推理），使计

算机进入了个人和社会，从而又推动了社会信息化

进程.

2   软件的绕行变换

任何复杂的计算机软件，都需要把它变换成计

算机的基本运算上，即适合计算机硬件能完成的基

础上，它才能在计算机上进行计算求解[6]. 计算机硬

件只会做加法运算，其他任何运算，只能通过变换到

加法运算上来，计算机才能计算. 这个变换用绕行变

换来说明更合适. 绕行变换就是解决加法运算与其

他数学运算之间的矛盾问题.

2.1   数值计算中矛盾问题的绕行变换

数值计算中主要是加减乘除运算（算术运算）.
算术运算的加减乘除都要变换成加法运算. 加(+)是
最基本运算；减(－)是利用减数的补数（求反加1），

变减为加；乘(×)是把乘变成累加；除(÷)是把除变成

累减的次数.
但是，有很多的数学计算不是加减乘除运算. 这

时就要利用绕行变换把它变换成加减乘除运算，解

决算术运算和非算术运算的矛盾问题.
(1) 初等函数绕行变换成加减乘除运算

初等函数的定义不是算术运算，为了让计算机

计算，需要利用初等函数的幂级数公式来计算，即利

用绕行变换成加减乘除运算.
(2) 微积分绕行变换成加减乘除运算

微分和积分的定义也不是算术运算，是极限运

算. 为了让计算机计算，利用绕行变换取消极限，变

换成加减乘除运算. 计算精度由自变量改变的大小

(Δx)来控制.
2.2   数据存储的矛盾问题的绕行变换

数据分为结构化和非结构化两种. 数字、标点符

号、英文字母称为结构化数据. 汉字、声音、图像、视

频等称为非结构化数据.
非结构化数据和结构化数据是矛盾的，绕行变

换是把非结构化数据变为结构化数据[7].
(1) 结构化数据进化的绕行变换

结构化数据的进化体现在数据存储量愈来愈

大，数据种类也愈来愈多，这样使计算机处理问题的

能力也愈来愈强. 它们都是要通过绕行变换为二进

制数据. 表示为

Tdel（结构化数据） =（二进制数据）.

(2) 非结构化数据（多媒体）的绕行变换

非结构化数据（多媒体）本身是不能存入计算

机的. 为了把它存入计算机，需要对它作一个绕行变

换，必须把多媒体数据二值化（用于表示，不进行运

算）.
最早把计算机程序存入计算机中，就是把计算

程序用二进制程序来表示. 后来为解决汉字和多媒

体存入计算机的问题，再次采用二值数据表示汉字

和多媒体，从而进入了多媒体时代.
非结构化数据的绕行变换表示为

Tdel（多媒体数据） =二值数据.

2.3   计算机程序的矛盾问题的解决

(1) 计算机程序存储的绕行变换

计算机程序主要是描述对数据的操作过程. 如
何把操作过程也存入计算机中，这是冯·诺依曼的贡

献. 他把操作过程称为程序，由一串机器指令组成.
机器指令含操作码和地址码. 操作码表示对数据运

算和对程序控制的动作. 地址码表示数据存放的地

址或程序指令的存放地址，它们均用二进制数据表

示，这样程序就很容易用二进制形式存入计算机中.
计算机称为存储程序式计算机，原因在此. 二进制程

序也称机器语言程序，可直接在计算机上运行.
机器语言程序有两个重要特点：(1) 在数据地址

码中只放数据，不放运算符. 运算符都在操作码中，

即运算和数据是分开的；(2) 操作码中的指令是对变

量的地址进行操作，而不是直接对变量的操作，这是

一种间接操作. 可以说，间接操作就是一种绕行变换.
表示为
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Tdel（计算机程序） =二进制操作码对二进制地

址码的操作.

(2) 高级语言程序的绕行变换

高级语言程序同样要经过绕行变换，回到二进

制程序，这由编译程序来完成. 编译程序的技术原理

相同于人工智能中的专家系统. 即利用文法（知识）

对程序中的语句进行归约（反向推理）或推导（正向推

理），既要检查语句是否合符文法，又要将语句编译

成中间语言或机器语言.
高级语言程序绕行变换表示为

Tdel（高级语言源程序） =二进制程序.

高级语言程序设计了3种基本结构：顺序、选择、

循环，任何复杂的程序都是这3个基本结构的嵌套组

合. 其绕行变换表示为

Tdel（任何复杂的程序） =顺序、选择、循环结

构的嵌套组合.

这种程序设计方法保证了程序的正确性. 它克

服了20世纪60年代的软件危机.
(3) 计算机程序的绕行变换的表示

计算机程序的绕行变换表示为

Tdel（对数据的操作）=对数据的地址操作；

Tdel（高级语言程序）=二进制程序；Tdel（任何复杂

的程序）=顺序、选择、循环的嵌套组合.
这些绕行变换都是把矛盾问题化繁为简、化难

为易，最后解决这些矛盾问题.

3   结束语

在数学进化和计算机软件进化创新中，把复杂

矛盾问题通过绕行变换成简单的、可运行的问题. 数
学进化中的绕行变换是形式化方法、等价变换、变量

数学、简化变换、求值变换等；计算机软件的绕行变

换是把非算术运算变换成算术运算（加减乘除）；

任何多媒体数据变换成二值数据存储；任何计算机

程序变换成顺序、选择、循环的嵌套组合. 笔者在这

里只总结了部分数学进化和计算机软件进化创新中

的绕行变换内容[4-6].
数学的辉煌成就和计算机软件的万能应用中，

包含了很多绕行变换的创新需要去挖掘. 它可以帮

助解决更复杂的数学问题，使计算机解决问题的能

力进一步提升.
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