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ABSTRACT: Multi-dimensional holomorphic embedding 

method (MDHEM) is a new method for solving the energy 

flow of integrated energy systems (IES). This method boasts 

two key advantages: freedom from initial value dependence 

and non-singularity of the Jacobian matrix. However, it faces 

notable challenges in probabilistic energy flow (PEF) 

calculations, particularly the requirement for high-order power 

series expansions and the resulting heavy computational 

burden. In order to address the above issues, this paper 

proposes a multi-germ solution and multi-dimensional 

holomorphic embedding method (MG-MDHEM) to calculate 

the PEF of IES via the semi-analytical solution characteristics 

of HEM. Firstly, the MDHEM-based energy flow model of IES 

is formulated. Then, the fluctuation range of the 

multidimensional stochastic inputs in IES is divided into 

multiple subintervals, and physical solutions of MDHEM in 

each subinterval are set up. In each subinterval, the low-order 

semi-analytical solution expressions for the variables can be 

recursively obtained. Further, for the stochastic samples 

obtained by Monte Carlo simulation, the samples are 

preprocessed and substituted into the low-order semi-analytical 

solutions of the variables in the subintervals, and the Pade 

approximation is used to solve the low-order semi-analytical 

formulations using parallel multi-dimensional difference 

methods to achieve the energy flow result of IES in each 

sample, and the probability distribution of PEF for the IES is 

hereby obtained using the energy flow calculation results of 

Monte Carlo simulation. Finally, the accuracy and effectiveness 

of the proposed method are proved by the energy flow 

calculation results of the E14-G6 and E118-G20 test systems. 
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摘要：多维全纯嵌入法 (multi-dimensional holomorphic 

embedding method ， MDHEM) 是 求 解 综 合 能 源 系 统

(integrated energy system，IES)能量流的新方法，该方法无

需初值、无雅可比矩阵奇异，但在概率能量流计算时存在幂

级数阶数高、计算量较大的难题。为此，该文根据全纯嵌入

理论的半解析解特性，提出一种 IES 概率能量流的多胚解-

多维全纯嵌入计算方法 (multi-germ solution and multi- 

dimensional holomorphic embedding method，MG-MDHEM)。

该方法首先构建 IES 能量流的 MDHEM 模型；然后，将 IES

中多维随机输入变量的波动范围划分为多个子区间，在各子

区间内设置物理胚解，递推各子区间内待求变量的低阶半解

析解表达式；进一步，将蒙特卡洛模拟法抽样的样本预处理

后代入所属子区间待求变量的低阶半解析解中，借助多元商

差并行求解各样本的能量流结果，通过对能量流计算结果的

统计分析获得 IES 能量流的概率分布特征；最后，通过

E14-G6 和 E118-G20 测试系统算例验证所提方法的准确性

和有效性。 

关键词：综合能源系统；多胚解-多维全纯嵌入法；概率能

量流；多元商差法并行计算；不确定性 

0  引言 

综合能源系统(integrated energy system，IES)

可有效提升能源利用效率、增强系统运行灵活性、

促进新能源大规模开发利用[1]，但随着 IES 中新能

源渗透率持续提升[2]，多能源系统的深度耦合也加

剧了 IES 跨能源链的运行不确定性风险[3]。概率能

量流是分析、研究不确定性因素对 IES 运行安全性
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的重要工具，根据概率能量流计算结果可全面评估

综合能源系统运行状态、指导运行人员采取合理、

可行地控制措施改善系统运行安全性[4]。因此，研

究 IES 概率能量流具有十分重要意义。 

当前，IES 的概率能量流计算方法主要有模拟

法[5]、近似法[6]和解析法[7]。模拟法通过对具有不同

概率特征的随机输入变量重复多次抽样，针对抽取

的样本依次进行确定性能量流计算，根据计算结果

统计待求变量的概率分布特征，主要方法为蒙特卡

洛模拟(Monte-Carlo simulation，MCS)法[8-9]，该方

法计算结果准确，但计算耗时较长[10]。近似法利用

输入随机变量的数字特征近似描述输出变量的统

计特性，主要方法为点估计法[11]。该方法计算效率

高，但对随机变量高阶矩的估计精度有限，无法准

确获得待求变量的概率分布函数[12]。解析法根据能

流方程在运行点处的线性化模型，利用随机输入变

量间的关系进行卷积计算求解待求变量的概率分

布，主要方法有半不变量法[13-14]。该方法计算效率

高，但随机输入变量波动范围大时计算误差较大[15]。

上述方法在计算过程中均涉及到确定性能量流求

解，通常采用牛顿拉夫逊(Newton-Raphson，NR)法

进行数值迭代计算，但 NR 法对初值敏感，若初值

选取不当，可能会导致计算耗时增加，甚至无法收

敛[16]。特别是采用 MCS 进行概率能量流计算时，

抽样场景繁多，初值选取问题更加突出。 

为解决NR法在能量流计算中的不足，文献[17]

基于复分析理论，提出一种采用递归思想求解非线

性方程组的全纯嵌入计算方法。相比 NR 法，该方

法无需给定初值，无雅可比矩阵奇异现象[18]。基于

该理论，文献[19]提出一套完整的全纯嵌入潮流计

算方法(holomorphic embedding load flow method，

HELM)，实现了电力系统潮流的准确求解；文献[20]

在文献[19]基础上，进一步提出物理胚芽解的概念，

赋予嵌入变量的物理意义，提出具有多个嵌入变量的

多维全纯嵌入法(multi-dimensional HEM，MDHEM)，

该方法根据待求变量的半解析解特性[21]，仅通过调

整半解析解中嵌入变量 s 的值，即可快速实现对不

同风电出力和负荷场景的潮流计算。文献[22]将

MDHEM 应用于天然气系统多场景能流快速计算。

MDHEM 避免了 HELM 在采用 MCS 法求解概率能

量流时需反复进行幂级数表达式计算的问题，但其

半解析解仍需较高阶的幂级数系数以保证计算精

度，高阶幂级数递推求解以及帕德近似的计算量均

较大，计算耗时长。 

针对上述问题，本文根据全纯嵌入计算的半解

析解特性，提出一种基于多胚解-多维全纯嵌入

(multi-germ solution and multi-dimensional holomorphic 

embedding method，MG-MDHEM)的 IES 概率能量

流计算方法。该方法首先构建 IES能量流的MDHEM

模型；然后，针对 IES 中多维随机输入变量波动范

围，分区间设置多个物理胚解，并递推出各子区间

内待求变量的半解析解；进一步，结合 MCS 抽样

样本，将样本预处理后代入到对应子区间待求变量

半解析解中，借助多元商差并行求解其能流解，进

而针对计算结果统计分析 IES 能量流概率分布特

征；最后，通过 E14-G6 和 E118-G20 测试系统对所

提方法准确性和有效性进行分析、验证。 

1  综合能源系统稳态能量流模型构建及求解 

本节简要介绍 IES能量流的多维全纯嵌入模型

及模型求解方法。 

1.1  综合能源系统能量流的 MDHEM 模型 

本文 IES由电力系统和天然气系统构成，因此，

该 IES的MDHEM模型包括电力系统潮流MDHEM

模型、天然气系统能量流 MDHEM 模型以及耦合元

件模型，各系统及耦合元件详细模型如下： 

1）电力系统潮流的 MDHEM 模型。参考文

献[23]，电力系统潮流 MDHEM 模型为 
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式中：h 为平衡节点；e 为 PV 节点；a 为 PQ 节点；

t 为非平衡节点；Uh为平衡节点电压；Uslack 为平衡

节点电压相量；N 为电力系统节点数；Pe0和 Qe0分

别为节点 e 注入的有功和无功功率；Ue(s1,…,sD)和

Qe(s1,…,sD)为节点 e关于复变量 s 的多维全纯函数；

Usp e 为 PV 节点电压幅值；Yak 为连接节点 a 与 k

的支路导纳；Sa0为节点 a 的注入功率；“*”为共

轭运算符；D 为多维全纯函数维数；sD为第 D 维嵌

入变量；sx(a)为控制节点 a 功率缩放的嵌入变量；
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W(s1,…,sD)为节点电压多维全纯函数的倒数。 

2）天然气系统能量流 MDHEM 模型。参考文

献[22]，天然气系统 MDHEM 模型为 
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式中：I 为节点数；B 为管道数；L 为压缩机数；      
kn

iΠ 为平衡节点 1 的压力；Пi(s1,…,sD)和 Fb(s1,…,sD) 

分别为节点 i 气压和管道 b 流量的多维全纯函数；

A 为节点-支路关联矩阵；sx(i)为控制节点 i 负荷缩 

放的嵌入变量； L

iF 和 S

iF 分别为节点 i 的气负荷和

气源注入量；Cb 为管道摩擦系数； P

bE (s1,…,sD) 

为 Fb(s1,…,sD)的绝对值；Kl 为压缩机变比；li 和 lj

分别为压缩机 l 所在管道首末节点编号。 

3）耦合元件模型。在 IES 中常见耦合元件有

燃气轮机、电驱动压缩机等。 

参考文献[24]，燃气轮机输入天然气量与输出

电功率之间关系为 

 2

g, G, G,i i iF P P          (3) 

式中：、、为燃气轮机的耗热系数，由不同燃

气轮机的特征决定；Fg,i 为燃气轮机消耗的天然气

流量；PG,i 为燃气轮机输出的电功率。 

参考文献[13]，电驱动压缩机模型为 

 5
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式中：Fij 为通过压缩机的天然气流量；T 和为压

缩机参数；Pcom为压缩机所需的有功功率。 

1.2  综合能源系统稳态能量流模型求解 

针对式(1)—(4)中 IES 能流模型中待求节点电

压 Vk、节点压力 Пi 及管道流量 Fb，通常可采用统

一求解法[25-26]或顺序求解法[27]进行求解。本文采用

顺序求解法求解上述 MDHEM 模型，各待求变量均

可描述为如下多维全纯函数展开的半解析解形式： 
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式中：xk(s1, …, sD)为第 k 个待求变量 xk的多维全纯

函数；xk[0,…,0]为 xk 的物理胚解；xk [n1,n2,…,nD]为

xk 半解析解的高阶幂级数系数；n1,n2,…,nD 为幂级

数系数的阶数索引，假设多元幂级数阶数为 M，则

Mn1n2…nD。 

为获得式(5)中待求变量 xk 的解，首先需计算 

式(5)中物理胚解 xk[0,…,0]，xk[0,…,0]为具有物理意

义的 IES 能量流解，可通过传统方法快速求得；然

后，再根据 xk[0,…,0]由低阶向高阶逐次递推高阶幂

级数 xk [n1,n2,…,nD]；最后，借助帕德近似求解半解

析解 xk(s1, …, sD)的实际值。因此，求解 IES 的

MDHEM 模型主要包括 IES 各子系统物理胚解计

算、待求变量半解析解的高阶幂级数系数递推求解

以及半解析解的帕德近似计算 3 个环节。 

1）各子系统物理胚解计算。 

理论上，IES 任意状态下的解都可以定义为物

理胚解。本文参考文献[28-30]，采用 HELM 求解电

力系统物理胚解 Uk[0,…,0]；参考文献[31]采用 NR

法求解天然气系统物理胚解 Пi[0,…,0]和 Fb[0,…,0]。 

2）各待求变量半解析解高阶幂级数系数求解。 

全纯嵌入的半解析解求解方法通过不断增加

式(5)中幂级数阶数 M 逼近系统真实解，幂级数阶

数越高逼近误差越小。电力系统中各待求变量半解

析解的高阶幂级数系数 Uk[n1,n2,…,nD]递推表达式

见附录 A，天然气系统中各待求量半解析解的高阶

幂级数系数 Пi[n1,n2,…,nD]和 Fb[n1,n2,…,nD]递推表

达式见附录 B。由于递推表达式可描述为 AXB 形

式，因此可通过递推求解该线性方程组求解出半解

析解的各阶幂级数系数。需要注意：X 和 B 列数

Ncol将随着幂级数阶数变化而变化，其值为 
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3）半解析解的帕德近似计算。 

获得各待求变量关于嵌入变量 s 的半解析解

后，可通过改变 s 值快速计算不同工况下能量流

解。但根据式(5)求解待求变量时收敛半径较小，

需要较高阶的幂级数才能满足精度要求，而阶数

越高截断误差越大，有可能导致计算结果不收敛。

因此，通常需借助多元帕德近似来扩大多元幂级

数的收敛半径，为此本文采用多元商差法 [32]计算

各待求量半解析解的帕德近似值，具体计算公式

见附录 C。 
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2  基于多胚解-多维全纯嵌入法的综合能源

系统概率能量流计算 

传统 MDHEM 在物理胚解 xk[0,…,0]基础上，

递推出式(5)所示一组待求变量的半解析解 xk(s1, …, 

sD)，其他计算场景仅需代入不同嵌入变量值即可快

速求解出能量流，计算过程见图 1。由于半解析解

均有收敛范围，通常半解析解表达式的阶数越高其

收敛范围则越大[20]，但更高阶数会增加计算复杂度

和累计计算误差，特别是在 MCS 抽样场景中将显

著加重帕德近似的计算耗时。 

高
阶
幂
级
数
系
数

计算基态下
的解作为物
理胚解

xk[0,···,0]

获得半解析解
xk(s1, ···, sD)

n1+···+nD=1
xk [n1,n2,···,nD]

n1+···+nD=M
xk [n1,n2,···,nD]

…
 

改变s1, ···, sD的

值，计算xk(s1, ···, 

sD)的帕德近似值

获得不同运行场
景的稳态能量流

结果

传统多维全纯嵌入法

基态
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图 1  传统 MDHEM 计算流程 

Fig. 1  Flowchart of traditional MDHEM 

针对传统 MDHEM 在 MCS 抽样场景计算中耗

时久的难题，本文提出一种适用于 IES 概率能量流

计算的多胚解-多维全纯嵌入方法。该方法根据全纯

嵌入计算的半解析解特性，首先将随机输入变量波

动范围划分为多个子区间，在各子区间内设置式(5)

的胚解 xkg[0,…,0]；然后，将各子区间物理胚解依

次代入附录A或B的幂级数系数递推式中求出各子

区间内待求变量的半解析解表达式；进而，根据

MCS 抽样样本所属子空间，在各子空间内计算该样

本对应全纯嵌入能量流；最后，统计 IES 的能量流

概率分布特征，总体计算流程如图 2 所示。 
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图 2  MG-MDHEM 计算流程 

Fig. 2  Flowchart of MG-MDHEM 

图 3 以服从正态分布随机输入变量为例，对比

了 MDHEM 与 MG-MDHEM 在计算随机输入变量

波动区间 [l, u]内多个样本点的示意图。传统

MDHEM 所计算出的待求变量半解析解 xk(s1,…,sD)

是定义在整个[l, u]内的，当 MCS 抽样样本远离

[l, u]内的物理胚解 xk[0,…,0]时，为满足计算精度

要求，式(5)的待求变量半解析解 xk(s1,…,sD)的幂级

数阶数将急剧增大，导致能量流计算效率降低；而

MG-MDHEM 根据全纯嵌入计算方法的半解析解

特性，通过将随机输入变量波动区间[l,u]划分为

多个子区间，在各子区间内设置物理胚解

xkg[0,…,0]，当采用 MCS 在[l,u]内抽样的样本落

到某一子区间内时，由于该样本距离该子区间的物

理胚解 xkg[0,…,0]很近，因此各待求变量半解析解

xkg(s1,…,sD)仅需较低阶数即可满足计算精度要求，

有效提高了全纯嵌入能量流的计算效率。 

概
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密
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s
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图 3  MDHEM 与 MG-MDHEM 计算原理对比 

Fig. 3  Calculation sketch comparison between MDHEM 

and MG-MDHEM 

2.1  负荷与风电出力随机性概率模型构建 

本文所研究的 IES输入随机性因素包括电负荷

和气负荷的随机性以及风电场出力的随机性。 

1）负荷随机性。电力系统和天然气系统的负

荷预测误差均可由正态分布进行描述[13]。 

2）风电场出力随机性。参考文献[33-35]，风

电场有功出力可近似表示为 
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0,
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
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 
 

 (7) 

式中：Pw为风电场有功出力；Pr为风电场预测出力；

v 为风速；vci、vr 及 vco分别为风力发电机的切入风

速、额定风速及切出风速；k1Pr/(vr−vci)；k2−k1vci。 

2.2  自适应多胚解的 MG-MDHEM 

为实现对随机输入变量波动范围的子区间合

理划分和全纯嵌入胚解数量合理选择，本节提出一

种自适应多胚解的 MG-MDHEM，以自适应计算各

子区间内物理胚解并递推各子区间内待求变量的
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半解析解表达式。该方法首先确定分区间设置多胚

解的随机输入变量和各待求变量半解析解阶数；然

后，根据基态下物理胚解递推出待求变量半解析解

的收敛范围，以此作为设置子区间长度的参考；最

后，根据子区间长度计算子区间数量及波动范围分

区的上下限，进而实现对所选随机输入变量的波动

范围的子区间划分，将各子区间中点作为初始点，

将该初始点处的解作为胚解，递推出各子区间内待

求变量的半解析解。 

1）多胚解的随机输入变量选择。由于新能源

出力波动性对电力系统潮流分布和天然气系统能

流分布影响大，本文在电网侧选择将风电出力波动

范围划分为多个子区间，在各个子区间设置多胚

解，而在气网侧选择将天然气负荷波动范围划分为

多个子区间，在各个子区间设置多胚解。 

2）待求变量半解析解阶数设置。MG-MDHEM

需将随机输入变量波动范围划分为多个子区间，在

各子区间内设置胚解，各子区间长度与半解析解阶

数相关。若半解析解阶数较高，则收敛范围相对较

大，子区间长度可更长，所需子区间数量和胚解数

量将更少，但由式(6)可知，此时递推方程中未知数

个数 Ncol将随阶数大幅增长，加重多能流计算复杂

度。若半解析解阶数设置较低，则其收敛范围相对

较小，各子区间长度较短，需划分子区间数量更

多，但计算复杂度低。综合考虑子区间数量和计

算复杂度，本文将待求变量的半解析解阶数设定

为 2 阶。 

图 4以风电出力为例来说明如何对随机输入变

量波动范围进行分区及各子区间内物理胚解设置。

图 4 中风电出力预测误差服从形状参数为 10.7，尺

度参数为 3.97 的威布尔分布，假设基态下风电场有

功出力 Pw0为其预测值的 50%。每个子区间长度均

假设为 Pw0的 40%，将各子区间的中点设置为各子

区间 MG-MDHEM 的初始点，初始点处解即为各

子区间待求变量半解析解的物理胚解。进而在各

子区间内均可计算出待求变量关于嵌入变量 s 的

半解析解，s 表示风电功率以 Pw0 为基准的波动百

分比。 

表 1 以 IEEE14 节点测试系统为例，在节点 7

接入额定容量为 200MW 的风电场，风电场参数见

文献[8]，风电出力预测值为 80MW，根据图 4 设

置的多物理胚解递推出的节点电压的二阶半解析

解收敛区间。 
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图 4  风电出力波动比例分区及多胚解设置示意图 

Fig. 4  Schematic diagram of wind power output 

fluctuation proportion segmentation and  

multi-germ solution setting 

表 1  IEEE-14 测试系统不同初始点递推的 

二阶半解析解收敛区间 

Table 1  Convergence intervals of second order semi 

analytical solutions recursively derived from different 

initial points in IEEE-14 test system 

区间编号 初始点 [si,l,si,u]/% [si0,l,si0,u]/% ψi/% 

1 0.2Pw0 [223.35,261.35] [124.6, 27.7] 96.9 

2 0.6Pw0 [74.67, 87.82] [84.8, 12.7] 97.5 

3 Pw0 [50.56, 52.63] [50.56,52.63] 103.2 

4 1.4Pw0 [34.85, 37.83] [8.8, 92.9] 101.7 

5 1.8Pw0 [22.34, 35.20] [39.8, 143.4] 103.6 

表中：ψi 为收敛范围内风电出力变化量相对于基态风电出力百分

比形式的区间长度，表示归算后收敛上下限之间的差值。 

由表 1 可知：将各区间上下限归算至基态后，

相邻子区间二阶半解析解收敛范围有较大重叠，会

导致物理胚解数增多、计算效率降低；归算后的收

敛区间长度大致相同，近似等于基态下二阶半解析

解的收敛区间长度，因此可参考基态下二阶半解析

解的收敛区间长度划分子区间。不同半解析解收敛

区间归算公式为 
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式中：i 为第 i 个初始点以 Pw0 为基准归一化后的

值；0 为归一化后基态初始点的值，即01；si,l

和 si,u分别为第 i个子区间电压的二阶半解析解中嵌

入变量的收敛下限和上限；si0,l 和 si0,u 分别为将 si,l

和 si,u归算到基态值下的收敛下限和上限。 

根据上述结论，本文提出一种自适应多胚解计

算方法，首先自适应搜索基态下待求变量二阶半解

析解的收敛区间，将该收敛区间作为设置子区间长

度的参考；然后，在划分完子区间的基础上，将各
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子区间中点设置为初始点，将该初始点处的解设置

为各子区间内待求变量的物理胚解，进而在各子区

内根据附录 A 和 B 递推出一组如式(5)所示的待求

变量二阶半解析解表达式，以解决多胚解设置不合

理导致收敛范围重叠的问题。 

在搜索待求变量的二阶半解析解收敛范围时，

为快速搜索出二阶半解析解收敛范围上下限，本文

通过式(9)的变步长策略更新嵌入变量值，将更新后

的嵌入变量值代式(5)的二阶半解析解表达式中，计

算该表达式的帕德近似值并判断收敛性，以加快搜

索各待求变量二阶半解析解的收敛范围。 

 

0.9
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0 e
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Es s





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式中：s0 为步长基准值，为常数，本文设为 0.005；

为 PV 节点有功、PQ 节点有功和无功的不平衡量

最大值，在气网中则为节点压力和管道流量的不平

衡量最大值；E 为最大不平衡量的容许误差；为

放大系数，数值越大步长变化越大，本文设为 3。 

在搜索出待求变量半解析解的收敛范围上下

限后，为保证分区后的收敛精度，可将上下限中绝

对值较小的值向下取整并乘 2作为子区间长度 sb 

 max minmin[| |,| |]2bs s s     (10) 

式中：表示向下取整；smax 和 smin 分别为基态下

待求变量半解析解收敛范围的上限和下限；为基

态下风电出力或气网负荷节点负荷值。 

计算出子区间长度后，进一步可根据式(11)计

算子区间数量 G 和对波动范围分区的总上下限u

和l。在[l,u]内按照长度 sb 均匀分区，即可实现

对随机输入变量波动范围的子区间合理划分。 
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式中为所选随机输入变量较基态的波动范围的百

分比值。若选择对负荷波动范围分区，本文假设正

态分布的标准差为 10%的期望值，近似认为负荷在

期望值的±30%内波动，则为 60%；若选择对风电

出力波动范围分区，假设基态下风电出力为预测值

的 50%，风电功率在基态出力的100%内波动，则

为 200%；表示向上取整。 

综上，所提基于自适应多胚解的 MG-MDHEM

计算流程如图 5 所示，具体步骤如下： 

步骤 1：读取系统数据，设置最大不平衡量

读取系统数据；设置收敛精度E；选择分区

间设置多胚解的对象

计算基态胚解，递推得到二阶半解析解

设置嵌入变量初始值s=0
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是
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在[        ]内进行区间划分；计算各子区间的胚解并

递推二阶半解析解

计算子区间长度sb，子区间数量G，对波动范围

分区间的总上下限    和   
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图 5  基于自适应多胚解的 MG-MDHEM 计算流程图 

Fig. 5  Flowchart of proposed MG-MDHEM method 

的收敛精度 E。电力系统侧对风电出力的波动范围

分区设置多胚解，天然气系统侧对负荷的波动范围

分区设置多胚解；计算基态下的物理胚解，并递推

其前二阶幂级数，得基态下二阶半解析解。设置嵌

入变量的初始值 s0，作为搜索上下限起点。 

步骤 2：将嵌入变量 s 代入到式(5)的二阶半解

析解中求其帕德近似值。 

步骤 3：判断搜索的上限或下限是否满足收敛

条件。若满足，则利用式(9)计算s，并向上或向下

更新嵌入变量值，返回步骤 2；若不满足，则输出

嵌入变量值 s 作为收敛范围的上限 smax或下限 smin，

进入步骤 4。 

步骤 4：根据式(10)计算子区间长度 sb，根据

式(11)计算子区间数量 G 和波动区间上下限u   

和l。 

步骤 5：对波动范围[l,u]划分区间，将分区

后各子区间的中点作为初始点，将初始点处的解作

为各子区间的物理胚解；再以各子区间物理胚解递

推求解各子区间内待求变量的半解析解表达式。 

2.3  基于 MG-MDHEM 的概率能量流计算方法 

根据 2.1 节所述的随机变量概率分布生成组

输入随机变量样本，将这些样本分配到所属的子区

间内，归算后代入到各子区间的待求量二阶半解析

解表达式中，再利用多元商差法即可快速求出次

IES 确定性能量流。对次能量流计算结果进行统计
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分析即可得到 IES 能量流的概率分布特征。 

对 MCS 抽样的随机输入变量样本首先根据  

式(12)将其划分到所属子区间内： 
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式中：g 为子区间编号；i 为样本编号；εi为随机样

本 i 的值；εgi为将 εi划分到子区间 g 中的值；Hg为

划分到子区间 g 的样本组成的集合。 

将样本划分到所属子区间后，再根据式(13)对

样本值 εgi进行归算，归算后将其后代入各子区间待

求量半解析解表达式中计算该样本对应的能量流。 
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式中 εg0 为区间 g 初始点处风电出力或气负荷量。 

图 6为所提MG-MDHEM求解 IES概率能量流

的示意图，具体流程如图 7 所示，详细步骤如下： 

… 

子区间1 … 

由式(13)归算嵌入

变量值

式(12)划分区间

代入xk1(s1, ···, sD)

计算帕德近似值

子区间1中所有样本

的能量流解

统计分析得IES概率能量流结果

… 

… 

… 

子区间g … 

由式(13)归算嵌入变

量值

代入xkg(s1, ···, sD)

计算帕德近似值

子区间g中所有样本

的能量流解

… 

… 

… 

子区间G

由式(13)归算嵌入

变量值

代入xkG(s1, ···, sD)

计算帕德近似值

子区间G中所有样本

的能量流解

样本1 样本2 样本3 样本4 样本 
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图 6  MCS 与 MG-MDHEM 结合计算 IES 概率能量流 

示意图 

Fig. 6  Schematic diagram of combining MCS with 

MG-MDHEM to calculate probabilistic energy flow of IES 

步骤 1：读取综合能源系统网络参数，设置多

能流顺序求解的收敛精度 E；根据所提基于自适应

多胚解的 MG-MDHEM 计算出电力系统各子区间

节点电压的二阶半解析解。 

步骤 2：计算基态时燃气轮机的耗气量，更新

天然气系统的负荷。使用基于自适应多胚解的

MG-MDHEM 计算出气网系统各子区间节点气压

和管道流量的二阶半解析解。 

步骤 3：根据 2.1 节所构建的负荷及风电出力

随机性概率模型生成组随机输入样本，根据式(12) 

是否满足收敛

条件？

读取综合能源系统数

据；设置收敛精度E

计算基态时燃气轮机天
然气负荷量；更新气网

负荷

计算各待求量的期望和
标准差；绘制概率密度

曲线和累积分布曲线

计算压
缩机电
负荷变
化量；
更新电

网负荷

将电力系统输入样本的嵌入

变量值代入各子区间电压半

解析解，计算其帕德近似值

将气网输入样本的嵌入变量

值代入各区间气压和流量半

解析解，计算其帕德近似值

输入负荷、风电概率分布，

随机产生   个输入样本，将

各样本划分到所属子区间，

并归算成嵌入变量值

计算各样本的燃气轮机耗气

量；更新气网负荷

否是

基于MG-MDHEM的电
力系统潮流模型求解，
得分区后子区间电压的

二阶半解析解

基于MG-MDHEM的气
网系统能流模型求解，
得分区后子区间气压和

流量的二阶半解析解

开始

结束



 

图 7  基于 MG-MDHEM 的 IES 概率能量流计算流程图 

Fig. 7  Flowchart of probabilistic energy flow calculation 

of IES using MG-MDHEM 

将样本划分到所属子区间内，通过式(13)将样本值

归算为嵌入变量值。 

步骤 4：采用顺序求解法先计算电力系统潮流，

得到各样本燃气轮机耗气量，更新气网负荷后再计

算天然气系统能量流。各子系统能量流计算方法

为：将嵌入变量值代入到各子区间待求量半解析解

中，并利用多元商差法计算多场景下帕德近似值。 

步骤 5：判断顺序求解的误差是否满足所设置

的精度要求，若不满足，则计算电驱动压缩机所需

的电负荷量，更新电力系统负荷，返回步骤 4 进行

下一次顺序求解；若满足，则进入步骤 6。 

步骤 6：输出计算结果，计算各待求量期望和

标准差，统计分析各待求变量的概率密度曲线和累

积分布曲线，输出 IES 概率能量流计算结果。 

3  多胚解-多维全纯嵌入法的并行计算 

采用 MG-MDHEM 计算 IES 的概率能量流时，

需将大量 MCS 抽样样本代入到半解析解中采用多

元商差法计算其帕德近似值，该部分在整个计算过

程中耗时最多。现有多元商差法需依次计算各节点

商差表和帕德近似值，因而在系统规模大或样本场

景多时计算耗时较长。为此，本文提出一种多元商

差法的并行计算方法，通过对商差表矩阵向量化处

理以实现多元商差法的并行计算，使其可同时计算
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多场景的商差表及帕德近似值，以提高计算效率。 

商差表中元素与幂级数系数和嵌入变量值有

关，但同一待求变量在不同运行场景下的商差表相

互独立，因此可将商差表的数值计算形式整理为矩

阵形式的计算，实现并行求解。图 8 为商差表的向

量化示意图，将二维商差表扩充一个维度，以第三

维来索引场景数。以充分利用矩阵运算同步计算多

场景商差表，商差表的多场景并行计算公式如下。 
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式中：Zqd 为三维商差表；[q(m) 1,:]为商差表中二维

矩阵 q(m) 1 的索引；c 为单个待求变量的幂级数系

数矩阵；sD 为多场景中第 D 维嵌入变量值组成的   

向量。 
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图 8  商差表矩阵向量化示意 

Fig. 8  Matrix vectorization of quotient difference table 

由式(14)计算出三维商差表后，可将多元商差

法的帕德近似由数值计算转化为矩阵计算，实现多

元商差法的多场景并行计算，其并行计算表达式为 
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(15) 

式中 xk为节点电压Vk(s1, …, sD)、节点气压Пk(s1, …, 

sD)、管道流量 Fk(s1, …, sD)帕德近似值组成的向量。 

图 9 为多元商差法的多场景并行计算示意图。

首先，将待求变量 xk 半解析解的各阶幂级数系数和

多场景下各维度的嵌入变量值均存储为矩阵形式；

然后，将传统的多元商差表 Z 矩阵向量化为 Zqd，

向量化后的第三维用来索引场景数；最后，采用

式(14)并行计算商差表 Zqd中的各元素，根据式(15)

并行计算多场景的帕德近似值，得到待求变量 xk

在多个运行场景下的解向量。 

数据存储区域

xk半解析解的各

阶系数

多场景下s1组成

的向量
… 

多元商差表Z矩阵向量化为Zqd

场景1的多元商差

表Zqd[:,:,1]

多场景下sD组成

的向量

场景2的多元商差

表Zqd[:,:,2]

场景η的多元商

差表Zqd[:,:,   ]
… 

场景1的帕德近似

值xk(1)

场景2的帕德近似

值xk(2)

场景η的帕德近

似值xk(  )
… 式(15)

并行计算区域

式(14)




 
图 9  多元商差法的多场景并行计算示意图 

Fig. 9  Parallel computation of multivariate quotient 

difference method in multiple scenarios 

4  算例分析 

本节通过 E14-G6 和 E118-G20 电-气综合能源

测试系统来验证所提方法的准确性和高效性。算例

分析验证的硬件配置为 Intel Core i5-9300H处理器、

16GB 内存，软件为 Matlab2019a。为验证所提方法

计算精度，本节以基于 NR 法的 MCS 计算结果为

基准，抽样次数为 10000 次，收敛阈值为 10
4。 

4.1  E14-G6 综合能源测试系统 

本节以修改的 IEEE14 节点电力系统与 6 节点

天然气系统组成的 E14-G6 综合能源测试系统为例

分析验证所提方法的准确性，E14-G6 测试系统结

构如图 10 所示。图中，电力系统总负荷为 259MW，

节点 7 接入一个额定容量为 200MW 的风电场，风

电出力预测值为 80 MW，系统风电渗透率约为

30%，预测误差服从形状参数为 10.7，尺度参数为 
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W1 S1

EB1

GT1

GT2

EB2 EB3
G1

EB4
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燃气轮机 火电机组W S气源 储气罐 GT G 风电机组压缩机

气网子系统

电
网
子
系

统

 
图 10  E14-G6 测试系统 

Fig. 10  E14-G6 test system 
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3.97 的威布尔分布，假设风电场的基态有功出力为

40MW，风电场参数见文献[8]。假设电力系统和天

然气系统的负荷预测误差分别满足期望为初始值，

标准差为 10%期望值的正态分布。天然气系统压缩

机为电驱动压缩机，天然气系统和燃气机组参数见

文献[36]。 

4.1.1  算法准确性验证 

在 IEEE14 节点测试系统中令 s1 表示 PQ 节点

4、5、9、10、11、12 和 14 整体的负荷变化量，s2

表示风机节点 7 的有功出力变化量，s3表示与压缩

机相连 PQ 节点 13 的负荷变化量。首先选择对节点

7 风电场有功出力的波动范围分区设置多胚解，采

用 HELM 求解基态下电力系统的物理胚解

Uk[0,0,0]，将 Uk[0,0,0]代入到附录 A 的递推式中求

解电压 Uk 的二阶半解析解；令 s1 和 s3 恒为 0，s2

的初始值为 0，然后采用式(9)更新 s2，快速搜索得

到该半解析解中 s2 的收敛范围为 [50.56%, 

52.63%]；进而根据式(10)和(11)，计算得到子区间

长度 sb为 40MW，子区间数量 G 为 2，分区的总上

下限为 0~80MW。即对风电出力在 0~80MW 范围

内按照子区间长度 40MW 均匀分区，即可实现对风

电出力波动范围的子区间划分，分区结果如图 11(a)

所示。 
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图 11  E14-G6 随机输入变量波动范围分区示意图 

Fig. 11  Schematic diagram of interval separation of 

stochastic variable in E14-G6 

根据图 11(a)的区间划分结果，将各子区间中点

的解设置为子区间待求变量的物理胚解，然后根据

附录 A 即可递推出节点电压在各子区间内的二阶

半解析解，每个节点电压都可求得 2 个半解析解；

天然气系统计算流程与电力系统相同，计算所得分

区结果如图 11(b)所示。部分待求变量半解析解表达

式的幂级数系数见附录 B。 

进一步，根据 2.1 节随机生成 10000 组气负荷、

电负荷及风电出力样本，首先将各样本通过式(12)

将其划分到图 11 所示各子区间内，对于电力系统，

分别有 3957 组和 6043 组样本落在子区间①和②；

对于天然气系统，分别有 4907 组和 5093 组样本落

在子区间①和②。然后根据式(13)对落到各子区间

内的样本进行归算。针对归算后的各样本，采用顺

序求解法，先计算电力系统潮流，得到各样本的燃

气轮机耗气量，更新气网负荷后再计算天然气系统

能量流。各子系统的潮流或能量流计算方法为：将

随机输入样本划分归算后的嵌入变量值代入到待

求变量的各子区间半解析解中，采用并行多元商差

计算其帕德近似值。 

考虑到电驱动压缩机对系统的影响，因此在第

1 次顺序求解后计算压缩机耗电量，更新所有样本的

电力系统负荷进行下一次顺序求解。所有 10000 组

样本可同时计算，最多经过 3 次顺序求解后所有样

本中压缩机所在管道流量的最大不平衡量为 1.09× 

10
5
m

3
/h，小于收敛条件 10

4，表明该测试系统的

能量流计算结果收敛。根据收敛后的各样本能量流

计算结果，统计系统能量流的概率分布特征。 

图 12 给出采用 MCS、传统 MDHEM 和

MG-MDHEM 计算的节点 4 电压幅值和支路 4-5 有

功功率的概率密度分布和累积概率分布，由图 12 可

知，所提 MG-MDHEM 计算的节点 4 电压幅值和支

路 4-5 有功功率的概率分布和累积概率分布曲线与

MDHEM 和 MCS 计算结果近似重合，验证了所提

MG-MDHEM 计算综合能源系统中节点电压和支 
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图 12  E14-G6 测试系统 U4和 P4-5概率分布 

Fig. 12  Probabilistic distribution of  

U4 and P4-5 in E14-G6 test system 
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路潮流的概率分布的准确性。 

图 13 进一步给出采用 MCS、传统 MDHEM 和

MG-MDHEM 计算的天然气子系统中节点 3 的气压

和管道 3-4 流量的概率分布结果，由图 13 可知，所

提 MG-MDHEM 计算的节点 3 的气压和管道 3-4 流

量的概率分布和累积概率分布曲线与 MDHEM 和

MCS 计算结果近似重合，验证了所提 MG-MDHEM

可准确计算综合能源系统中节点气压和管道流量

的概率分布。 
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图 13  E14-G6 测试系统 П3和 F3-4概率分布 

Fig. 13  Probabilistic distribution of П3 and F3-4 in  

E14-G6 test system 

4.1.2  误差分析 

本节进一步借助相对误差和根均值(average 

root mean square，ARMS)
[37]评估所提 MG-MDHEM

方法的计算精度。 

图 14 以 MCS 计算结果为基准，对比给出了采

用 MG-MDHEM 和 MDHEM 计算的 E14-G6 系统

部分待求变量的期望。由图 14 可知，所提

MG-MDHEM 计算得到的系统各节点电压幅值、

支路有功、节点气压以及管道流量的期望与 MCS

和 MDHEM 计算结果近乎一致，验证了所提

MG-MDHEM 可准确计算各待求变量的期望。 

表 2 进一步以 MCS 计算结果为基准，对比了

采用 MG-MDHEM 和 MDHEM 计算的各待求变量

期望和标准差的相对误差。由表 2 可知，所提

MG-MDHEM 计算的各待求变量期望与标准差的最

大相对误差分别为 0.041%和 0.876%；MDHEM 计算

的各待求变量期望和标准差的最大相对误差为

0.083%和 2.17%，验证了所提 MG-MDHEM 可准确

计算各节点待求变量的期望和方差，且相对 
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图 14  不同方法计算的 

E14-G6 测试系统待求变量期望对比 

Fig. 14  Mean comparison of variable in E14-G6 test 

system calculated by different methods 

表 2  E14-G6 测试系统节点电压幅值和节点压力期望、 

标准差的相对误差 

Table 2  Relative error comparison of mean and standard 

deviation of voltage magnitude and pressure in  

E14-G6 test system 

待求 

变量 

期望相对误差/% 标准差相对误差/% 

MDHEM MG-MDHEM MDHEM MG-MDHEM 

U4/pu 0.005 0.013 0.877 0.869 

U5/pu 0.004 0.010 0.933 0.841 

U10/pu 0.010 0.022 1.033 0.802 

U11/pu 0.006 0.012 1.240 0.750 

U12/pu 0.002 0.003 2.170 0.654 

U13/pu 0.001 0.005 1.657 0.876 

U14/pu 0.009 0.018 1.185 0.722 

П2/Bar 0.066 0.041 0.358 0.349 

П3/Bar 0.059 0.040 0.160 0.502 

П4/Bar 0.067 0.041 0.356 0.350 

П5/Bar 0.062 0.040 0.223 0.479 

П6/Bar 0.083 0.041 0.610 0.147 

MDHEM 具有更高的计算精度。 

表3进一步采用ARMS指标结果评估MDHEM
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和 MG-MDHEM 累积概率分布曲线与 MCS 累积概

率分布曲线的重合程度，由表 3 可知，所提

MG-MDHEM 计算的各待求变量 ARMS 值最大为

0.000044；MDHEM 计算的各待求变量 ARMS 值最

大为 0.000091，验证了所提 MG-MDHEM 计算综

合能源系统概率能量流精度更高。 

表 3  E14-G6 测试系统电压和压力的根均值计算结果 

Table 3  ARMSs of voltage magnitude and pressure in 

E14-G6 test systems 

待求变量 MDHEM MG-MDHEM 

U4 0.000

044 0.000


043 

U5 0.000

047 0.000


044 

U10 0.000

050 0.000


040 

U11 0.000

052 0.000


038 

U12 0.000

091 0.000


035 

U13 0.000

058 0.000


044 

U14 0.000

048 0.000


040 

П2 0.000

030 0.000


031 

П3 0.000

025 0.000


036 

П4 0.000

030 0.000


030 

П5 0.000

028 0.000


032 

П6 0.000

035 0.000


025 

4.1.3  高比例新能源接入时算法准确性验证 

为验证所提 MG-MDHEM 在高渗透率新能源

接入下求解综合能源系统概率能量流的准确性，假

将 E14-G6 综合能源测试系统中风电出力预测值为

120MW，即系统风电渗透率由 30%升至 47%。 

图 15 对比了高比例风电接入场景下所提

MG-MDHEM 与 MDHEM、MCS 计算的 E14-G6 综

合能源测试系统各变量的概率密度分布。由图 15

可知，所提 MG-MDHEM 计算的节点 4 电压幅值、

支路 4-5 有功功率、节点 3 气压和管道 3-4 流量的

概率密度曲线与 MCS 和 MDHEM 的计算结果近似

重合，验证了所提 MG-MDHEM 在高渗透率风电场

景下求解综合能源系统潮流概率分布的准确性。 

图 16 以 MCS 计算结果为基准，对比了采用

MG-MDHEM 和 MDHEM 计算的高渗透率风电接

入场景下 E14-G6 系统部分待求变量的期望。由   

图 16 可知，所提 MG-MDHEM 求解的系统各节点

电压幅值、支路有功、节点气压以及管道流量的期

望与 MCS 和 MDHEM 计算结果一致，验证了所提

MG-MDHEM 可准确计算各待求变量的期望。 

表 4 和 5 以 MCS 计算结果为基准，对比采用

MG-MDHEM 和 MDHEM 计算的各待求变量期望

和标准差的相对误差以及 ARMS。由表 4 和 5 可知， 
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图 15  风电渗透率为 47%时 

E14-G6 测试系统 U4、P4-5、П3和 F3-4概率分布 

Fig. 15  Probabilistic distribution of U4, P4-5, П3 and F3-4 in 

E14-G6 test system with 47% penetration of wind power 
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图 16  47%风电渗透率时 E14-G6 测试系统参数期望对比 

Fig. 16  Mean comparison of variable in E14-G6 test 

system with 47% penetration of wind power  

所提 MG-MDHEM 计算的各待求变量期望与标准

差的最大相对误差分别为 0.011%和 0.742%，ARMS

值最大为 0.000051；MDHEM 计算的各待求变量期

望和标准差的最大相对误差为 0.048%和 1.462%，

ARMS 值最大为 0.000072。上述结果进一步验证了

所提 MG-MDHEM 可准确求解高渗透率风电下综
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合能源系统的概率能量流。 

表 4  47%风电渗透率时 E14-G6 测试系统节点电压和节点

气压期望与标准差的相对误差 

Table 4  Relative error comparison of mean and standard 

deviation of voltage magnitude and pressure in E14-G6 test 

system with 47% penetration of wind power 

待求变量 
期望相对误差/% 标准差相对误差/% 

MDHEM MG-MDHEM MDHEM MG-MDHEM 

U4/pu 0.015 0.003 0.538 0.097 

U5/pu 0.011 0.002 0.502 0.015 

U10/pu 0.024 0.005 0.539 0.133 

U11/pu 0.012 0.003 0.566 0.512 

U12/pu 0.002 0.001 1.462 0.294 

U13/pu 0.002 0.001 1.058 0.742 

U14/pu 0.016 0.003 0.427 0.208 

П2/Bar 0.044 0.011 0.510 0.285 

П3/Bar 0.043 0.009 0.552 0.114 

П4/Bar 0.044 0.011 0.509 0.280 

П5/Bar 0.043 0.009 0.468 0.118 

П6/Bar 0.048 0.005 1.028 0.422 

表 5  47%风电渗透率时 E14-G6 测试系统节点电压和节点

气压根均值计算结果 

Table 5  ARMSs of voltage magnitude and pressure in 

E14-G6 test system with 47% penetration of wind power 

power in the E14-G6 integrated energy system 

待求变量 MDHEM MG-MDHEM 

U4 0.000

045 0.000


018 

U5 0.000

043 0.000


016 

U10 0.000

045 0.000


020 

U11 0.000

048 0.000


044 

U12 0.000

072 0.000


028 

U13 0.000

058 0.000


051 

U14 0.000

037 0.000


026 

П2 0.000

045 0.000


030 

П3 0.000

047 0.000


024 

П4 0.000

042 0.000


028 

П5 0.000

040 0.000


019 

П6 0.000

057 0.000


039 

图 17 进一步对比了风电出力预测值分别为 80

和 120MW 时 U4、P4-5、П3 和 F1-3 的概率密度分布

结果，由图 17 可知，当风电渗透率升高时，电力

系统的节点电压幅值和支路有功功率的波动范围

增大，电力系统运行将面临更大的不确定性；同

时，天然气系统中燃气轮机因需频繁调整出力以

平衡高渗透率风电引起的电力系统功率大幅波

动，将导致天然气系统节点气压和管道流量波动

范围增大，天然气系统也将面临更大的不确定性。 
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图 17  不同风电渗透率下 E14-G6 测试系统 U4、P4-5、 

П3 和 F1-3概率分布 

Fig. 17  Probabilistic distribution comparison for V4, P4-5, 

П3 and F1-3 after integrating different proportions of wind 

4.2  E118-G20 综合能源测试系统 

本节以修改的 E118-G20 测试系统为例，验证

所提方法在较大规模系统中应用的可行性。该测试

系统中负荷为 4242MW，在节点 63 和 64 各接入

容量为 800MW 的风电场，各风电场出力预测值为

500MW，系统风电渗透率约为 25%，预测误差服

从形状参数为10.7、尺度参数为3.97的威布尔分布，

风电场参数见文献[8]；将节点 10、12、26、54、

69、100 接入的火电机组更换为燃气机组，消耗的

天然气由天然气网络中 6 个不同节点供给，如图 18

所示，天然气系统和燃气机组参数见文献[38]。 
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图 18  E118-G20 测试系统 

Fig. 18  E118-G20 test system 

假设电力系统和天然气系统的节点负荷分别

满足期望为初始值，标准差为期望值 10%的正态分

布。E118-G20 测试系统对随机输入变量波动范围分



2894 中  国  电  机  工  程  学  报 第 46 卷 

区及多胚解设置情况如图 19 所示。选择电力系统

节点 88、支路 38-65 和天然气网节点 5、管道 14-15

作为研究对象，采用 MG-MDHEM、MDHEM 和

MCS 计算出的系统概率分布如图 20 所示。 
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图 19  E118-G20 随机输入变量波动范围分区示意图 

Fig. 19  Schematic diagram of interval separation of 

stochastic variable in E118-G20 
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图 20  E118-G20 测试 

系统 U88、P38-65、П5和 F14-15概率分布 

Fig. 20  Probabilistic distribution of U88, P38-65, П5 and 

F14-15 in E118-G20 test system 

由图 20 可知，所提 MG-MDHEM 计算的 V88、

P38-65、П5 和 F14-15 概率密度分布与 MCS、MDHEM

计算结果近似重合，验证了所提 MG-MDHEM 可准

确计算较大规模综合能源系统潮流的概率分布。 

图 21 以 MCS 计算结果为基准，对比给出了采

用 MG-MDHEM和 MDHEM 计算的 E118-G20 系统

部分待求变量的期望。由图 21 可知，所提 MG- 

MDHEM 计算得到的系统各节点电压幅值、支路有

功、节点气压以及管道流量的期望与 MCS 和

MDHEM 计算结果近乎一致，验证了所提 MG- 

MDHEM 可准确计算各待求变量的期望。 
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图 21  不同方法计算的 E118-G20 测试系统待求变量期望 

Fig. 21  Mean comparison of variable in E118-G20 test 

system calculated by different methods 

表 6 和 7 以 MCS 计算结果为基准，详细对比

了采用 MG-MDHEM 和 MDHEM 计算的各待求变

量期望和标准差的相对误差以及 ARMS。由表 6 和

7 可知，所提 MG-MDHEM 计算的各待求变量期望

与标准差的最大相对误差分别为 0 . 2 1 4 %和

0.998%，ARMS 值最大为 0.000048；MDHEM 计

算的各待求变量期望和标准差的最大相对误差为

0.196%和 0.847%，ARMS 值最大为 0.000044，进 
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表 6  E118-G20 测试系统待求变量期望和 

标准差的相对误差 

Table 6  Relative error comparison of mean and standard 

deviation of voltage magnitude and pressure in E118-G20 

test system 

待求变量 
期望相对误差/% 标准差相对误差/% 

MDHEM MG-MDHEM MDHEM MG-MDHEM 

U2/pu 0.002 0.002 0.176 0.881 

U14/pu 0.001 0.001 0.101 0.998 

U30/pu 0.001 0.001 0.643 0.952 

U41/pu 0.002 0.002 0.133 0.858 

U60/pu 0.001 0.001 0.128 0.874 

U75/pu 0.003 0.003 0.156 0.864 

U88/pu 0.001 0.001 0.670 0.881 

П3/Bar 0.002 0.003 0.847 0.421 

П5/Bar 0.196 0.214 0.584 0.504 

П7/Bar 0.162 0.179 0.619 0.586 

П10/Bar 0.016 0.018 0.752 0.525 

П14/Bar 0.052 0.056 0.693 0.493 

П16/Bar 0.088 0.096 0.678 0.520 

П20/Bar 0.135 0.143 0.612 0.576 

表 7  E118-G20 测试系统待求变量的根均值计算结果 

Table 7  ARMSs of voltage magnitude and pressure in 

E118-G20 test system 

待求变量 MDHEM MG-MDHEM 

U2 0.000

016 0.000


044 

U14 0.000

015 0.000


048 

U30 0.000

035 0.000


045 

U41 0.000

020 0.000


043 

U60 0.000

019 0.000


043 

U75 0.000

017 0.000


042 

U88 0.000

038 0.000


044 

П3 0.000

044 0.000


028 

П5 0.000

035 0.000


030 

П7 0.000

036 0.000


038 

П10 0.000

040 0.000


032 

П14 0.000

038 0.000


029 

П16 0.000

037 0.000


032 

П20 0.000

031 0.000


037 

一步验证了所提 MG-MDHEM 可准确求解大规模

综合能源系统的概率能量流。 

4.3  计算效率分析 

本节进一步对比了 MG-MDHEM 串行和并行

以及传统 MDHEM 的计算效率。 

4.3.1  MG-MDHEM 串、并行计算效率对比 

在计算 IES 概率能流时，需多次调用多元商差

法求解不同场景下各待求变量半解析解的帕德近

似值，进而作为稳态能量流解。 

表 8 对比了在 E14-G6、E118-G20 综合能源测

试系统中分别采用 MG-MDHEM 的串行和并行方

法计算概率能量流时帕德近似的耗时，由表 8可知，

所提 MG-MDHEM 并行计算方法可有效提高概率

能量流计算效率，在 E14-G6 测试系统中 MG- 

MDHEM 并行计算效率相对 MG-MDHEM 串行计

算效率提升约 5.9 倍，在 E118-G20 测试系统中 MG- 

MDHEM 并行计算效率相对串行计算效率提升约

9.8 倍，系统规模越大提升效果越明显，验证了所

提 MG-MDHEM 并行计算方法在求解综合能源系

统概率能量流时具有较高的计算效率。 

表 8  MG-MDHEM 串并行计算概率能量流中 

帕德近似耗时 

Table 8  Padé approximation time comparison of 

serial and parallel MG-MDHEM for solving  

probabilistic energy flow 

计算方法 E14-G6 E118-G20 

MG-MDHEM 串行/s 2.42 18.66 

MG-MDHEM 并行/s 0.41 1.90 

4.3.2  MG-MDHEM 与 MDHEM 计算效率对比 

表 9 对比了 MDHEM 与 MG-MDHEM 在计算

E14-G6 和 E118-G20 综合能源测试系统的概率能流

时半解析解所需的幂级数阶数。由表 9 可知，为获

得较好收敛效果，MDHEM 的半解析解阶数均大于

二阶，会导致幂级数求解和多场景帕德近似部分计

算量较大；而 MG-MDHEM 通过自适应分区设置多

胚解，各子区间的半解析解仅为二阶幂级数即可保

证收敛，有效减少了计算量。 

表 9  MDHEM 和 MG-MDHEM 所需计算阶数对比 

Table 9  Computational order comparison of between 

MDHEM and MG-MDHEM 

算例系统 
MDHEM MG-MDHEM 

电网 气网 电网 气网 

E14-G6 3 阶 4 阶 2 段(每段 2 阶) 2 段(每段 2 阶) 

E118-G20 5 阶 6 阶 10 段(每段 2 阶) 3 段(每段 2 阶) 

表 10 进一步对比了采用不同方法计算 IES 概

率能量流的计算耗时，由表 10 可知，所提

MG-MDHEM 无论采用串行计算还是并行计算，耗

时均比 MDHEM 少，且远小于 MCS 计算耗时；在

E14-G6 测试系统中 MG-MDHEM 并行计算效率相对

MDHEM 并行计算效率提升约 1.9 倍，在 E118-G20

测试系统中MG-MDHEM并行计算效率相对MDHEM

并行计算效率提升约 6.8 倍，验证了所提方法在求

解 IES 潮流概率分布时具有较高计算效率。 
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表 10  不同方法计算 IES 概率能量流的时间对比 

Table 10  Computational time comparison of different 

methods for solving probabilistic energy flow  

计算方法 E14-G6 E118-G20 

传统 MCS 法/s 79.58 94.91 

MDHEM 串行/s 5.09 87.57 

MDHEM 并行/s 1.26 17.29 

MG-MDHEM 串行/s 2.83 19.27 

MG-MDHEM 并行/s 0.68 2.53 

5  结论 

本文提出一种求解综合能源系统概率能量流

的多胚解-多维全纯嵌入计算方法，通过 E14-G6 和

E118-G20 测试系统对所提方法进行分析、验证，结

论如下： 

1）所提 MG-MDHEM 充分借助全纯嵌入计算

方法的半解析解特性，通过将随机输入变量的大范

围波动区间划分为多个子区间，在各子区间内设置

物理胚解递推求解待求变量的半解析解，降低了待

求变量的半解析解阶数，在保证计算精度同时提高

了综合能源系统概率能量流的求解效率。 

2）相对 MCS 计算结果，所提 MG-MDHEM 计

算的综合能源系统各待求变量期望和标准差的相

对误差均小于 1%、待求变量累积概率分布曲线

ARMS 值均小于 0.000051，验证了所提方法可实现

综合能源系统概率能量流的高精度求解。 

3）相对 MG-MDHEM 串行计算方法、MDHEM

串行计算方法和 MDHEM 并行计算方法，所提

MG-MDHEM 并行计算方法可实现多场景能量流

的同步求解，显著减少了综合能源系统概率能量流

的计算耗时，提升了概率能量流的计算效率。 
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附录 A  电力子系统 MDHEM 高阶幂级数的递推表达式 
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式中：下标带 0 的变量均通过物理胚解计算求得；Conv 表
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示多维离散卷积，卷积公式如式(A2)所示： 
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附录 B  天然气子系统 MDHEM 高阶幂级数的递推表达式 
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式中：Пi0、Fb0、Ep b0 为各变量的物理胚解，Ik 表示气负荷

的分组编号。 

附录 C  多元商差法 

商差表 Z 可写成矩阵的形式： 
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商差表中元素的计算如式(C2)所示： 

 

1 2

1

1 2

1

( )

0

1 1 2

1( )

1

1 1 2

( ) ( 1) ( 1) ( )

1

( ) ( 1) ( 1) ( )

1

0, 0,1,

[ , , ]

, 0,1,
[ , , ]

1,2, ; 0,1,

/ 1,2, ; 0,1,

D

D

D

D

m

n n n

D

f

D D

n n mm

n n n

D

n n m

m m m m

f

m m

f

m m

f ff

f

f

d m

c n n s s s

q  m
c n n s s s

d q d q , f m

q q d d , f m







  

 

 







 



  




 


    

  










 (C2) 

式中：df 和 qf 分别为差项和商项，交替出现在商差表中；

c[n1,…,nD]为多元幂级数系数；m 为商差表中某一列差项或

商项序号的索引；f 为商差表中某一行差项或商项的序号

索引。 

根据式(C2)计算出商差表后，即可通过式(C3)得到多元

幂级数的对角帕德近似值。 
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附录 D  部分待求变量半解析解的幂级数系数 

表 D1  U4的二阶半解析解幂级数系数汇总 

Table D1  Summary of power series coefficients of the 

second order semi analytical solution of U4 

幂级数系数索引 子区间 1 子区间 2 

U4[0,0,0] 1.0113j0.1655 1.0292j0.1318 

U4[1,0,0] 0.0401j0.1052 0.0339j0.1056 

U4[0,1,0] 0.0097+j0.0167 0.0247+j0.0529 

U4[0,0,1] 0.0038j0.0113 0.0032j0.0115 

U4[2,0,0] 0.0090+j0.0002 0.0084+j0.0000 

U4[1,1,0] 0.0032j0.0003 0.0089j0.0005 

U4[1,0,1] 0.0020+j0.0001 0.0019+j0.0000 

U4[0,2,0] 0.0004+j0.0001 0.0031+j0.0005 

U4[0,1,1] 0.0003j0.0001 0.0009j0.0002 

U4[0,0,2] 0.0002j0.0001 0.0002j0.0001 

表 D2  П3的二阶半解析解幂级数系数汇总 

Table D2  Power series coefficients of the second order 

semi analytical solution of П3 

幂级数系数索引 子区间 1 子区间 2 

П3[0,0] 31.208 29.416 

П3[1,0] 2.766 6.428 

П3[0,1] 4.500 5.800 

П3[2,0] 0.759 3.242 

П3[1,1] 2.461 4.478 

П3[0,2] 1.994 2.343 
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