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ABSTRACT: The trapezoidal method faces numerical 

oscillation problems in electromagnetic transients (EMT) 

simulation of nonlinear circuits. Although the 2-stage 

diagonally implicit Runge-Kutta method (2S-DIRK) is L-stable 

and does not produce numerical oscillations, it has the 

problems of numerical spikes and difficulty in handling 

switching events. To address these problems, this paper 

proposes a modified 2S-DIRK (M2S-DIRK) numerical 

integration method. The paper first analyzes the numerical 

integration process of 2S-DIRK and explains the causes of 

numerical spikes. Then, the numerical integration formulas and 

companion model of M2S-DIRK are given, along with the 

design of an event location algorithm and a variable step-size 

scheme. Finally, the correctness and effectiveness of 

M2S-DIRK are verified by simulation examples. The 

simulation results show that the M2S-DIRK method inherits 

the L-stability of 2S-DIRK, fundamentally solves the 

numerical oscillation problem, effectively avoids numerical 

spikes, and can flexibly and accurately handle switching 

events. Compared with algorithms such as zero-crossing 

interpolation, critical damping adjustment, and characteristic 

compensation method, the M2S-DIRK method is simpler and 

has higher numerical stability, and is suitable for EMT 

simulation of nonlinear circuits. 
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摘要：在非线性电路的电磁暂态仿真中，梯形法面临数值振

荡问题。2级对角隐式龙格-库塔法(2-stage diagonally implicit 

Runge-Kutta，2S-DIRK)虽具有 L-稳定性，不会产生数值振

荡，但存在数值尖峰和难以处理开关事件的问题。针对上述

问题，该文提出了一种改进 2S-DIRK(modified 2S-DIRK，

M2S-DIRK)数值积分方法。该文首先分析了 2S-DIRK 的数

值积分过程，阐述了 2S-DIRK 产生数值尖峰的原因；然后，

给出了 M2S-DIRK 的数值积分格式及伴随模型，并设计了

事件定位算法和可变步长方案；最后，通过仿真算例验证了

M2S-DIRK 的正确性和有效性。仿真结果表明，M2S-DIRK

继承了 2S-DIRK 的 L 稳定特性，从根本上解决了数值振荡

问题，且有效避免了数值尖峰，能够灵活准确地处理开关事

件。与过零点插值、临界阻尼调整、特性补偿法算法相比，

M2S-DIRK 方法更加简便，具有更高的数值稳定性，适用于

非线性电路的电磁暂态仿真。 

关键词：电磁暂态仿真；非线性电路；电力电子；数值积分

方法；对角隐式龙格-库塔法；数值振荡；数值尖峰 

0  引言 

在电力电子设备开发及电力系统安全稳定分

析与规划中，电磁暂态(electromagnetic transients，

EMT)仿真已成为重要技术[1-2]。电力电子开关、考

虑饱和的变压器、避雷器、制氢电解槽等非线性元

件的广泛存在使得系统的微分代数方程组不仅是

刚性方程组，且具有连续与离散过程相互“混杂”

的特点，数值积分算法面临计算精度、数值稳定性

与计算效率的相互制约。 

隐式梯形(trapezoidal，TR)法是 A-稳定单步方

法[3]，是很多电磁暂态仿真程序的基础算法[4]。然

而，使用梯形法时，电感电流或电容电压的突变会

导致持续的数值振荡[5]。该问题常见的处理方法包

括：1）给非线性元件增加缓冲电路[6]。该方法需要

适当地设计缓冲电路参数，且会增加计算量。2）临

界阻尼调整[7-8]
(critical damping adjustment，CDA)。
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在检测到变量突变或开关动作后，执行两步后退欧

拉(backward Euler，BE)法。3）过零点插值[9]。从

突变时刻或检测到数值振荡现象开始，线性插值到

过零点，执行梯形法的同时附加半步长的线性插

值。然而，方法 2）、3）都面临着变量突变难以完

全检测的问题[10]，同时用户也难以将数值振荡与物

理系统的振荡区分开来。 

因此，需要“固有无振荡”的 L-稳定数值积分方

法以从根本上解决数值振荡问题。为此，文献[11-12]

提出将 2 级对角隐式龙格-库塔(2-stage diagonally 

implicit Runge-Kutta，2S-DIRK)法用于电磁暂态仿真。

此外，后退微分法[13]
(backward differential formula，

BDF)(又称 Gear 法)在电子电路仿真程序中常见，其

中，又以 BDF2 和 TR-BDF2
[14]最为常用。2S-DIRK、

BDF2 和 TR-BDF2 都是 2 级方法，具备 2 阶精度和

L-稳定特性[3,14]。 

但是，使用 2S-DIRK 等 2 级方法仿真强非线性

电路时，仿真波形有时会产生虚拟数值尖峰[15-16]。

此外，2 级方法还面临以下问题：1）不执行变步长

或插值处理，导致结果不准确；2）全程采用小步

长，导致仿真速度很慢；3）相较于单级方法而言

事件定位处理更为复杂。XTAP 提出特性补偿法[15]

来抑制 2S-DIRK 数值尖峰的产生，但改变了非线性

元件的特性曲线。文献 [17]通过令插值过程中

2S-DIRK 的 Butcher 表对角元和步长 h 乘积保持

恒定的方法减少 LU 分解次数，但大于 1 时将显

著影响积分精度。因此，有必要提出一种改进的数

值积分算法，该算法应不存在数值振荡问题，能够

完全适应非线性电路，避免数值尖峰，同时，可以

准确处理开关事件。 

本文分析了 2S-DIRK 的积分过程，解释了在非

线性电路仿真中的局限性及原因，并提出了一种适

用于非线性电路电磁暂态仿真的数值积分算法。该

算法无数值振荡问题，能够有效防止在强非线性电

路仿真过程中产生数值尖峰，同时，能够准确处理

任意开关事件。 

1  2S-DIRK 法概述及其局限性 

1.1  2S-DIRK 法概述 

2S-DIRK 的积分过程[11-12]包括 3 个计算阶段：

1）第 1 级计算；2）变量转换；3）第 2 级计算。 

对于微分方程式： 
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2S-DIRK 的积分过程如图 1 所示。首先，第 1

级是采用后退欧拉法计算h 步长；然后，进行变

量转换，将图 1 中起始点至点 A 线性外插 1k 倍

至点 B，其中，k 在本文称为变量转换系数；最后，

第2级是再次采用后退欧拉法计算h步长。2S-DIRK

法可以方便地应用伴随模型，编写程序时可按照在

一步内进行 2 次后退欧拉法计算的方式实现。 

计算时刻

第 1 级计算
结束

变量转换
结束

第 2 级计算
结束

y 计算值
h

起始点

 h  h2 h

(1 2) h

点 A

点 B
点 C

 

图 1  2S-DIRK 法的积分过程 

Fig. 1  Integration process of the 2S-DIRK method 

1.2  2S-DIRK 法的局限性 

1.2.1  数值尖峰 

在 2S-DIRK 中，非线性元件可能在不同计算阶

段改变工作状态。以二极管电流过零关断为例，根

据关断时刻所处阶段的不同，可分为： 

1）情况一：二极管在第 1 级计算阶段关断； 

2）情况二：二极管在变量转换阶段关断； 

3）情况三：二极管在第 2 级计算阶段关断。 

附图 A1—A3 给出了上述 3 种情况对应的计算

过程。在特定情况下，例如，附图 A1、A2 所显示

的二极管关断情况一和情况二中，变量转换过程可

能导致非线性元件的工作点偏离其特性曲线，引发

电压或电流的“过冲”现象。这种现象会导致在第

2 级计算结束后，电感电流或电容电压在极短的时

间内(即第 2 级计算步长内)发生急剧变化，从而产

生数值尖峰，尤其在电力电子开关等强非线性元件

中，会引起不可忽略的数值误差。 
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以图 2(a)所示的二极管整流电路为例来说明数

值尖峰问题。采用 2S-DIRK 并设置固定步长，电感

电压仿真结果如图 2(b)—(d)所示，图中绘制了第 1

级和第 2 级计算点。由图 2(b)可知，这种数值尖峰

现象。将红圈部分局部放大可见图 2(c)，其中，t 

14.8ms(第 2 级计算结束时刻)，计算点大幅偏离了

精确解。并且，对比图 2(c)、(d)可知，通过减小步

长的方式也无法缓解尖峰的程度，因为电压或电流

的“过冲”量与步长在以相同速率减小，电感电流

或电容电压仍然可能在第 2 级计算时急剧变化。不

难验证，BDF2 和 TR-BDF2 因积分过程中存在线性

外插过程而同样存在数值尖峰问题[16]。 
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图 2  二极管整流测试电路及数值尖峰 

Fig. 2  Diode rectifier test circuit and numerical spikes 

1.2.2  开关事件处理 

以往在分析隐式梯形法或 2S-DIRK 法在的数

值精度时，通常基于微分方程式(1)是“足够光滑”

(即高阶导数有界)的假设。然而，对于频繁发生开

关事件的系统，式(1)中 f(t,y)会时常出现间断点。

因此，有必要分析开关事件对数值积分方法数值精

度的影响。 

考虑式(1)，假设一段 f(t,y)如图 3 所示。时间

轴上存在一点 ts(0,b)，f(ts,y(ts))是一个跳跃间断 

t

f (t, y)

tstn1 tn b0
 

图 3  一个间断的 f(t,y)示例 

Fig. 3  An example of a discontinuous f(t,y) 

点，f 在区间[0,b]其余部分是足够光滑且有界的。 

若算法在计算区间(tn1,tn)内不进行额外的开

关事件处理，即算法“认为”：在(tn1,tn)内，f 是光

滑的，间断点 ts 恰好与计算区间端点 tn1 或 tn 重   

合。根据泰勒展开式，一个 p 阶算法的局部截断误

差LTE可写为通式： 

 1 ( 1) 2

LTE ( ) ( )p p p

n n nEh y t O h      (3) 

式中：E 为误差常数；h 为步长。由式(3)可知，由

于实际中 h 不能取无穷小，如果在计算区间内 y(t)

至多有 l1 阶导数存在且有界，那么任何数值积分

方法在这一步至多有 l阶精度。对于图3所示(tn1,tn)

内的 f(t,y)，y
(1)存在且有界，y

(2)无界，导致在 tn1

至 tn 这一步引入 O(hn)误差，且该误差与数值积分

方法的阶数无关。这说明，如果计算区间中包含开

关事件，减小该步数值误差的关键在于开关事件定

位的精度，在开关事件发生的时刻(或尽可能接近的

时刻)添加计算点。采用高阶方法积分包含开关事件

的计算区间反而会增加不必要的计算量。 

不同于梯形法等单步方法，2S-DIRK 这类多级

方法在完整一步内包含多个内部阶段，开关事件可

能发生在任何计算阶段，不进行特殊处理将面临阶

数降低问题[3]，因而，需要更深入的设计开关事件

的定位和处理方法。 

2  M2S-DIRK 法 

本 文 提 出 一 种 改 进 的 2S-DIRK(modified 

2S-DIRK，M2S-DIRK)方法，其设计基于以下几点

考量：方法具备 L-稳定特性、2 阶线性精度、能够

避免数值尖峰。此外，该方法能够准确处理步长内

任意时刻可能发生的单个或多个开关事件，并且便

于使用伴随模型。该方法相对 2S-DIRK 的主要区别

在于： 

1）变量转换系数 k 不再固定为常数 2 ，而是

会根据非线性元件不同计算情况在 2 和 0 之间切

换。根据情况一和情况二可知，如果变量转换阶段

结束时的工作区段与第1级计算点的工作区段不同，

或第 1 级计算点的工作区段与起始点的工作区段不

同，将导致变量转换结束后的工作点偏离其特性曲

线。为此，出现上述情况时，则将变量转换系数 k

设置为 0，即不执行线性外插，算法的积分过程转

换为连续执行两步后退欧拉法，以避免数值尖峰。 

2）第 1 级和第 2 级计算都需要求解非线性代

数方程组，而非传统方法仅在第 2 级改变非线性元



1434 中  国  电  机  工  程  学  报 第 46 卷 

件的状态[12,17]。一般采用分段线性型牛顿-拉夫逊   

法 [18]计算非线性电路的收敛解。从这点上看，

M2S-DIRK 类似 2 步的线性多步法。 

3）变量转换系数 k0 时，第 1 级和第 2 级计

算步长均为可变的，以准确且灵活处理开关事件。 

2.1  数值积分格式 

M2S-DIRK 法的数值积分格式具体如下： 

首先，执行第 1 级计算公式： 
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式中 1 1/ 2   。式(4)表示从时刻 tn开始，采用后 

退欧拉法，以h 为步长，计算时刻 tn的解 yn。

(0,1]表示第 1 级的变步长系数。规定第 1 级后

退欧拉法的计算步长改变时，令 k0。 

其次，执行变量转换。即 yn 和 yn的 1k 倍

的线性外插，计算时刻前进至 nt ： 

 
( )

, { 2,0}
(1 )

n n n n

n n

y y k y y
k

t t k h

 



   


  
 (5) 

式中默认 k 2 。与 2S-DIRK 不同的是，当出现非

线性元件情况一和情况二时，则令 k0，即不执行

变量转换，以避免数值尖峰的发生。M2S-DIRK 面

对情况一和情况二的计算过程如图 4 所示。可知，

由于 M2S-DIRK 在跨越工作区段时，计算点不会偏

离特性曲线，因此，不会产生数值尖峰。 

电压

电流

起始点
第 1 级计算

结束

第 2 级计算
结束

电压

电流

起始点
第 1 级计算

结束

第 2 级计算
结束

k  0，不执行变量转换k  0，不执行变量转换

(b)　变量转换跨越工作区段(a)　第 1 级计算跨越工作区段  

图 4  M2S-DIRK 非线性元件计算 

Fig. 4  M2S-DIRK calculation process for  

the nonlinear component 

最后，从时刻 nt 开始，执行第 2 级计算，采用

后退欧拉法，以h 为步长，计算时刻 tn1 的解 yn1： 
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式中(0,1]为第 2 级的变步长系数。规定 k0 时，

第 2 级后退欧拉法的计算步长才可改变。如此规定

是为了保证 k 2 时，2S-DIRK对角格式的完整性。 

令 h1h、h2h，式(4)—(6)可合并表示为 
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( , )

(1 ) ( , )

{ 2,0}
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n n n n

n n n n n
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n n

y y h f t y

y ky k y h f t y

k

k h h

t t h

t t k h h

  





  

   





 


    

 


  
  


   

 (7) 

式(7)为 M2S-DIRK 法的数值积分格式。一般来

说，若没有开关事件发生，有 k 2 且 h1h2h，

此时，M2S-DIRK 与 2S-DIRK 积分格式相同。 

2.2  阶数和误差 

由泰勒级数展开，式(7)的局部截断误差为 

 

2 2 2 2

1 2 1

3 2
3 2 3

1 2

( )

LTE

1

( )3
1
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1
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1
[( ) ]
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 



  

     





 

 (8) 

当 k 2 且 h1h2h 时，有： 

 3 3 4
 

(

TE 1

)

L 0.01011 () )( nh y t O h    (9) 

当 k0 时，有： 

2 2 2 3 2 3

1 2 1 1 2 2

3

1

( )

LTE 1

( ) 4

1 1
( ) ( )

2

1 1
( )

2 3 3

( ) ( )

n

n

h h y t h h h

y ht

h

O

 



  



  

(10) 

表 1 给出了不同算法的局部截断误差对比。当

k   2 时，M 2 S - D I R K 为 2 阶，误差常数

E0.01011，该值与 2S-DIRK 一致，并且比表格

所列其他方法的 E 值更小；当 k0 时，M2S-DIRK

为 1 阶，其局部截断误差与连续执行 2 次后退欧拉

法相同。值得注意的是，M2S-DIRK 只在区间内存

在开关事件时切换至 k0。根据 1.2.2 节分析，处

理开关事件时，关键在于事件定位的精度，而不必

追求高阶的数值积分方法。因此，M2S-DIRK 在处

理开关事件时切换至 1 阶的后退欧拉法，并增加变 

表 1  算法的局部截断误差对比 

Table 1  LTE comparison between algorithms 

算法 局部截断误差 

BE (1/2)h
2
y

(2)
(tn1)O(h

3
) 

TR (1/12)h
3
y

(3)
(tn1)O(h

4
) 

BDF2 (2/9)h
3
y

(3)
(tn1)O(h

4
) 

TR-BDF2 0.04044h
3
y

(3)
(tn1)O(h

4
) 

2S-DIRK 0.01011h
3
y

(3)
(tn1)O(h

4
) 

M2S-DIRK 
k 2  0.01011h

3
y

(3)
(tn1)O(h

4
) 

k0 式(10) 
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步长公式的设计是合理且高效的。 

2.3  稳定性 

为研究数值稳定性，考虑 Dahlquist 测试方程： 

 , Re( ) 0y y     (11) 

式中为复数。将式(7)代入式(11)，得到： 

 1
1 1 2

1 2

1
( , )

(1 )(1 )
n n n

kh
y R h h y y

h h


 

 



 

 
 (12) 

式中 R 为稳定性函数，用于分析数值稳定性。若

h0 且 Re()0，满足 R1，则方法是 A-稳定

的(即如果解析解是稳定的，则对任意步长，数值解

是收敛的)；进一步地，若 hRe()，满足 R0，

则方法是 L-稳定的(即在刚性系统中跨越快速变化

区间或间断点时，数值解依然能保持收敛)。在仿真

包含非线性元件在内的刚性混杂系统时，A-稳定性

和 L-稳定性是重要的稳定性指标。 

当 k 2 时，对h1Re()h2Re()0(由于事

先规定了 k 2 时，h1h2)，满足： 

 1 2| ( , ) | 1R h h    (13) 

进一步地，当 h1Re()h2Re()时，满足： 

 1 2( , ) 0R h h    (14) 

当 k0 时，M2S-DIRK 相当于两步后退欧拉

法。不难验证，对h1Re()0，h2Re()0，满足

式(13)。当 h1Re()且 h2Re()时，满足

式(14)。 

令 h1h2z，图 5 绘制了 M2S-DIRK 法的

绝对稳定域，其中，阴影区域外为绝对稳定域。可

以看出，绝对稳定域包含整个左半平面 Re(z)0。 

1

Im
(z

)

3

3

2

0 2 4  
Re(z)

k  0

2k 

2

0

1

 

图 5  M2S-DIRK 的绝对稳定域(阴影区域外) 

Fig. 5  M2S-DIRK absolute stability regions  

(outside the shaded area) 

综上所述，M2S-DIRK 是 A-稳定且 L-稳定的。

当使用 M2S-DIRK 时，步长选择可以仅基于准确性

考虑，而不必担心数值稳定性。 

3  电磁暂态仿真实现方案 

3.1  伴随模型 

M2S-DIRK 的伴随模型如图 6 所示。其伴随电

路电导和历史电流源公式与 2S-DIRK 是相似的，差

异在于第 1 级和第 2 级步长以及变量转换系数改变

对伴随模型的影响。 

i
G

J

i

i

u

伴随模型

 u 

 

图 6  M2S-DIRK 的伴随模型 

Fig. 6  M2S-DIRK companion model 

线性电感的伴随电路电导和电流源公式为 

 

1

2
  

 1 ,

2 , ( )

n

n n n

h
G J i

L

h
G J i k i i

L
  


 


    


第 级：

第 级：

 (15) 

线性电容的伴随电路电导和电流源公式为 

1 1

  

2 2

 1 ,

2 , [ ( )]

n

n n n

C C
G J u

h h

C C
G J u k u u

h h
  


  



     


第 级：

第 级：

 (16) 

注意到，若步长没有改变，线性电感和线性电

容在两级的伴随电路电导值是相同的，两级都可以

使用相同的系统矩阵来计算。对于非线性电感和非

线性电容的伴随电路公式，可见附录 B。 

3.2  事件定位和可变步长策略 

如果 f(t,y)存在间断点，例如非线性元件切换

状态，正如 1.2.2 节所讨论的，需要定位事件发生

时刻并放置计算点来提高求解精度。间断点的准确

时刻可能已知，例如，全控型器件根据控制系统输

出的脉冲时刻执行动作。但也可能是未知的，例如，

二极管电流过零关断，可通过开关函数来统一定义

间断点： 

 1

2

( , ( )), ( , ( )) 0
( , )

( , ( )), ( , ( )) 0

f t y t g t y t
f t y

f t y t g t y t


 


 (17) 

仿真中通过检查 g(t,y(t))正负符号改变，并使

用邻近的计算点执行插值，来获得更精确的间断点

g0 时刻，并且可根据需要灵活改变步长或者选择

是否在间断点时刻放置计算点。 

图 7 给出了本算法采用的间断点处理策略示意



1436 中  国  电  机  工  程  学  报 第 46 卷 

图。其中，序号①—⑩表示计算顺序。具体而言，

假设间断点时刻为 ts，根据间断点所处的计算阶段

不同，处理策略如下： 

① ②

1 级
计算点

2 级
计算点

变量
转换点

④

计算
时刻

计算值

⑤ ⑥ ⑦

① ② ④

⑤ ⑥ ⑦ ⑧ ⑨

① ② ⑤ ⑥

⑦ ⑧ ⑨ ⑩

间断点在第 1 级计算阶段

间断点在变量转换阶段

间断点在第 2 级计算阶段

舍弃的
计算点

③

③

③ ④

ts

ts

ts

h
 h

 

图 7  M2S-DIRK 的间断点处理策略 

Fig. 7  The discontinuity handling strategy of  

the M2S-DIRK method 

1）情况一：间断点在第 1 级计算阶段。改变

第 1 级后退欧拉法计算步长，计算至 ts。令 k0，

本步执行 k0 的变量转换。 

2）情况二：间断点在变量转换阶段。令 k0，

执行 k0 的变量转换。改变第 2 级后退欧拉法计算

步长，计算至 ts。 

3）情况三：间断点在第 2 级计算阶段。令 k0，

执行 k0的变量转换。执行第2级后退欧拉法计算。

间断点将在下一步处理。 

若区间内发现多个间断点，则选择计算至最先

发生间断点的时刻。 

3.3  计算流程 

图 8 给出了 M2S-DIRK 的计算流程图。图中，

虚线框标注的部分是 M2S-DIRK 与 2S-DIRK 的不

同之处，第 2 节中已经详细阐述了这些差异。此外，

注意到第 1 级和第 2 级的后退欧拉法计算流程相

同，因此，在程序实现中可以方便地通过继承基类

代码来简化和优化代码结构。对于控制系统的计算

步长，只需与计算时刻相对应，第 1 级和第 2 级的

步长分别设置为 h1和 kh1h2。 

4  仿真算例 

本文提出的 M2S-DIRK 法使用 C++编程实现，

在 Intel Core i9 12900H 处理器，16GB 4800MHz 

DDR5 内存的计算机上进行测试。 

4.1  数值振荡和数值尖峰问题测试 

以图 2(a)电路为算例，测试 M2S-DIRK 抑制数

值振荡和数值尖峰的能力。图 9 分别为梯形法和 

初始化

开始 A—修正节点分析法形成的系统矩阵
x—未知的电压和电流列向量
z—已知的电流和电压列向量
NR—牛顿-拉夫逊法

计算步更新：n  n  1

计算时刻更新：t  tn  h1

线性元件更新

1）A、z 更新
2）求解线性方程组 Axz

计算控制系统

  1）k  

  2）变量转换

计算时刻更新：
t  tn  (1  k)h1  h2

线性元件更新

非线性元件更新

1）A、z 更新
2）求解线性方程组 Axz

  NR 收敛？  

计算控制系统

   t  T？  

结束

否
是是

是

计算步更新

否

第 1 级
第 2 级

变量转换

否

是

否

是

否 否

是

2

非线性元件更新

  NR 收敛？  

 变 h1？

  工作点跨区段？  

  1）k  0
  2）变量转换

 变 h2？

 

图 8  M2S-DIRK 的计算流程图 

Fig. 8  Flowchart of the M2S-DIRK method 
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图 9  图 2(a)电路 UL 仿真结果 

Fig. 9  Simulation results of UL for the circuit in Fig. 2(a) 

M2S-DIRK 的电感电压 UL 仿真结果，局部放大图

绘制了计算点(M2S-DIRK 绘制了两级计算点，下

同)。仿真步长为固定 100ms(M2S-DIRK 为 h1h2 

100ms)。图 9(a)、(b)中梯形法出现了持续的数值

振荡。图 2(b)—(d)中 2S-DIRK 虽无数值振荡，但

产生了数值尖峰。相比之下，图 9(c)、(d)所示

M2S-DIRK 没有产生数值振荡和数值尖峰。 

搭建文献[11]中的传输线传播阶跃信号测试算

例，传输线末端的电压和电流结果如附录 C 所示。
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TR-CDA 因无法检测传输线突变信号而没有进入

CDA 流程，产生数值振荡。M2S-DIRK 因其固有的

L-稳定性，没有产生数值振荡。 

为进一步验证算法在非线性元件任意计算情

况时的正确性，构建图 10(a)所示测试电路。电感设

置初始电流 i0，二极管初始为导通状态。由于电源

电压与 i0 方向相反，在一段时间后，电感电流降为

0，二极管关断。通过设置 i0 可以任意调整二极管

关断的时间。图 10(b)—(d)为二极管电压 UD的仿真

结果，分别设置了不同的 i0 使得二极管在不同阶段

关断。 

100 mH 

100 V 

On：1 mW
Off：1 GW

UD
i0

h  100 ms(固定)

精确解

M2S-DIRK

2S-DIRK
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



 

 

图 10  非线性元件不同计算情况测试 

Fig. 10  Testing of different scenarios for  

nonlinear components 

在图 10(b)、(c)中，2S-DIRK 在变量转换后计

算点偏离二极管特性曲线，导致在第 2 级计算点产

生了数值尖峰，这与 1.2.1 节理论分析一致。相比

之下，M2S-DIRK 通过令 k0，步长内连续执行两

次后退欧拉法，使得计算点始终保持在二极管特性

曲线上，避免了数值尖峰，在不同计算情况下均获

得正确结果。 

以上结果表明，M2S-DIRK 算法在计算区间内

任意时刻出现开关事件时，即使不采取过零点插值

和变步长处理，也能有效避免数值振荡和数值尖

峰，具有良好的数值稳定性。 

4.2  两电平 VSC 详细模型测试 

以图 11 所示两电平电压源型换流器(voltage 

source converter，VSC)为算例，测试 M2S-DIRK 变

步长及处理开关事件的正确性。VSC 使用脉冲宽度

调制，并采用二值电阻模型模拟开关。本节的仿真

结果将与 PSCAD(采用梯形法和过零点插值[9]
)和

XTAP(采用 2S-DIRK 和特性补偿法[15,19]
)进行比较。

PSCAD 和 XTAP 分别代表了采用梯形法和

2S-DIRK 的典型仿真软件。 




150 V

10 mH
30 W 

On：1 mW
Off：1 MW  

iLa

开关频率 fsw：5, 25 kHz
调制波：正弦 50 Hz

调制比：0.95  

图 11  两电平 VSC 测试电路 

Fig. 11  Two-level VSC test circuit 

图 12 给出了开关频率 fsw5kHz 时，交流侧 A

相电感电流 iLa 的仿真波形以及不同步长下的局部

放大图。其中，精确解是 PSCAD 采用较小步长

(0.01ms)的仿真结果。关注电感电流是因为它能够

反映交流电压的数值积分效应，从而更明显反映开

关事件处理的精确度。由图 12 可知，不同步长下，

M2S-DIRK 的结果都比 PSCAD 和 XTAP 更接近精

确解。即便采用大步长，M2S-DIRK 也能在每个开

关事件时刻求解出正确的计算点。当采用 50 和

150ms 的大步长时，XTAP 因误差较大而不在局部

放大图内。 

fsw  5 kHz
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图 12  图 11 电路 iLa仿真结果 

Fig. 12  Simulation results of iLa for the circuit in Fig. 11 

为了分析算法在仿真期间的总体精度，采用相

对均方根误差 erms，其定义[4]如下： 

 2

rms

1rms

1 1
( ( ) )

n

k k

k

e x t x
x n 

   (18) 

式中：x(t)为精确解；x 为计算点结果；n 为计算点

数量；xrms 为精确解的均方根。 

分别令 fsw5kHz 及 fsw25kHz，统计采用不

同步长时 iLa 的 erms，结果分别如图 13(a)、(b)所示。

图中横坐标为仿真步长(0.02~400ms)，纵坐标为

erms。横、纵坐标轴均为对数坐标，因此，图中曲

线的斜率描述了算法的阶数。在此，以各自算法下
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0.01ms 的仿真结果作为精确解，避免因不同仿真程

序间差异而引入偏差。 

O(h2)
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图 13  图 11 电路 iLa的相对均方根误差 

Fig. 13  Relative rms error of iLa for the circuit in Fig. 11 

从图 13 误差曲线的斜率可以看出，虽然

PSCAD 和 XTAP 基础算法采用的是 2 阶方法，但

对于图 11 算例而言，实际总体只能达到 1 阶。XTAP

因未采用插值或变步长方案，精度较低。而 PSCAD

依赖线性插值执行再同步过程，这意味着在插值

后，仿真时刻都需要通过再次插值回到固定网格点

上，因此降低了整体的阶数。 

相比之下，采用 M2S-DIRK 算法的 erms 明显小

于其他算法在相同步长下的值。步长大约在 1/10

开关周期以下时，M2S-DIRK 整体精度能达到 2 阶，

这也是其能达到的最高阶数。随着步长增大，

M2S-DIRK 的阶数逐渐降至 1 阶，这主要是由于间

断点相对于计算点的出现频率增加，导致后退欧拉

法的执行次数增多。为了确保计算的准确性，采用

这种方法是必要的，也验证了在 1.2.2 节中提出的

处理开关事件时优先进行事件定位而非高阶求解

的原则。当步长大于开关周期后，M2S-DIRK 依然

能准确定位开关事件，在每个间断点处放置计算

点，最终，总计算点数逐渐减少到一个固定值，因

此 erms 不再增大。上述结果体现了 M2S-DIRK 对开

关事件的精确处理能力。 

在相同的开发环境下对比梯形法+CDA 算法[8]
 

(TR-CDA)，来评估算法的性能。采用图 11 所示的

电路以 10ms 的步长进行了 0.1s 的仿真。记录了

M2S-DIRK 与 TR-CDA 的以下指标：1）计算点数

NSTEP(对于 M2S-DIRK，第 1 级和第 2 级各算 1 个

计算点)；2）线性方程组 Axz 的求解次数 NLE；3）系

统矩阵 A 的 LU 分解次数 NLU；4）总计算时间 TALL；

5）平均单个计算点的耗时 TPERS。比较结果如表 2

所示。 

表 2  M2S-DIRK 与 TR-CDA 算法性能比较 

Table 2  Performance comparison between  

M2S-DIRK and TR-CDA algorithm 

算法 NSTEP/个 NLE/次 NLU/次 TALL/ms TPERS/ms 

M2S-DIRK 25334 31374 5872 110 4.3 

TR-CDA 14188 19895 5743 99 7.0 

由表 2 可知，M2S-DIRK 的 NSTEP 约是 TR-CDA

的 1.8 倍，NLE约是 TR-CDA 的 1.6 倍，因为对于 2

级方法，电路方程必须在每个步长上求解 2 次。NLU

与 TR-CDA 基本相同，因为 M2S-DIRK 只有在非

线性元件状态或步长变化引起系统矩阵改变时，才

需要 LU 分解。TALL相对 TR-CDA 约增加 11%。由

于后退欧拉法更新元件的计算量比梯形法小，因

此，TPERS 要比 TR-CDA 少。此外，M2S-DIRK 不

需要 TR-CDA 中检测变量突变的流程。 

4.3  链式静止无功发生器详细模型测试 

以 10kV 链式静止无功发生器 (static var 

generator，SVG)详细模型作为算例，测试算法在更

复杂系统中的正确性。算例电路及参数如附录 D 所

示。在控制系统中，采用载波移相脉冲宽度调制，

外环控制直流电压和无功功率，内环采用电流控制

实现电容均压以及相间平衡。仿真步长为 10ms。在

PSCAD 4.6 中搭建完全相同的详细模型作为对比。

PSCAD 算法设置中，启用了线性插值，数值振荡

抑制和开关插值脉冲选项。 

图 14、15 分别给出了 SVG C 相交流电压和桥 

交
流
电

压
/k

V

10

0

10

0

交
流
电

压
/k

V

10

10
0.60 0.62 0.64

t/s

(b)　M2S-DIRK

t/s

(a)　PSCAD

0.60 0.62 0.64

 

图 14  SVG 交流电压仿真波形 

Fig. 14  Simulation waveforms of AC voltage for SVG 
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图 15  SVG 桥臂电流仿真波形 

Fig. 15  Simulation waveforms of arm current for SVG 
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臂电流的仿真波形。可知，对于 SVG 的外特性而言，

M2S-DIRK 与 PSCAD 的仿真结果基本一致。 

图 16 给出了 PSCAD 和 M2S-DIRK的 C 相第 3

个子模块的端口电压仿真波形。可以看出，图 16(a)

中 PSCAD 端口电压仿真波形频繁出现错误计算

点。相反，图 16(b)中 M2S-DIRK 仿真波形正确，

没有出现任何错误计算点。 
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图 16  子模块端口电压仿真波形 

Fig. 16  Simulation waveforms of submodule port voltage 

产生上述结果的主要原因是：PSCAD 使用的

插值回退策略难以准确处理多重开关和同步开关

问题。相比之下，M2S-DIRK 没有采用插值回退策

略，而是通过插值寻找间断点时刻，在间断点处添

加计算点，改变步长重新积分。这种策略的优点在

于：1）用后退欧拉法重新积分比插值回退精度高；

2）面对非线性元件时有严格的数学方法来处理，

即在每个计算点迭代求解非线性代数方程组(由伴

随模型组成的非线性电阻电路，一般采用分段线性

型牛顿-拉夫逊法[18]，或收敛性更强的 Katzenelson

法[20]求解)。这个非线性代数方程组的收敛解就是

所有的同步开关问题的正确解，因此，比插值回退

更加稳定。 

在10kV母线并联不同数量的SVG详细模型来

测试算法效率。表 3 给出了效率对比结果。XTAP

无插值和变步长策略，因此，表中还分别列出了

M2S-DIRK 在固定步长和变步长下的结果以作对

比。所提算法仿真耗时显著低于 PSCAD。固定步

长下耗时与 XTAP 基本在同一水平，因为二者的计

算量基本相同，一步内均包含 2 次后退欧拉法。所

提算法变步长策略下，由于 LU 分解次数的增加导

致计算时间有所增长，但在相同精度要求下，固定

步长算法需要全程采用更小的步长，因此变步长策

略总体上会提供更大的速度优势和灵活性。 

表 3  不同算法效率比较 

Table 3  Comparison of algorithm efficiency 

SVG/ 

台 

仿真耗时/s 

PSCAD XTAP M2S-DIRK(固定步长) M2S-DIRK(变步长) 

1 244 39 48 72 

2 1701 152 176 297 

4 9797 394 410 1094 

8 108408 1268 1026 2453 

16 约 915000 4215 2539 6160 

图 17显示了M2S-DIRK在 0~1s内每个计算点

时刻非线性代数方程组的迭代次数，在不同开关规

模下，均在 2~4 次迭代内就成功收敛，且没有出现

任何不收敛的计算点。而 PSCAD 经常因达到最大

插值次数而无法收敛(来自 PSCAD 运行警告)。 
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图 17  M2S-DIRK 非线性代数方程组迭代次数 

Fig. 17  The number of iterations for  

nonlinear algebraic equations using M2S-DIRK 

以上结果表明，处理大量开关事件时，PSCAD

插值回退策略表面上虽然比改变步长重新积分的

方式更快，但面对非线性方程组时求解手段缺乏严

格数学方法来保证。这使得该策略经常会出现错误

计算点[17,21]或插值次数达到上限但仍未找到收敛

解的情况，最终导致正确性无法保证，并且总体效
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率低下。相反，所提出的算法严格按照非线性代数

方程组数值求解的理论进行设计，计算准确稳定，

总体上可以更高效地处理大量开关事件。 

4.4  与其他方法的比较 

综合本文仿真结果和参考文献，总结 M2S-DIRK

相对其他方法的区别，具体见表 4。总体而言，所

提算法具备 L-稳定特性，无需担心数值振荡，无需

检测变量突变。其可变步长策略在频繁开关的系统

中显著提升仿真效率。此外，算法易于集成伴随模

型，兼容 Dommel 类仿真程序，能与现有的梯形法

仿真程序兼容共存，互为补充。这使得 M2S-DIRK

具备良好的扩展性，适用于大规模电磁暂态仿真开

发。实际应用中，可根据不同子网络的特性灵活选

择数值积分方法，提高仿真程序的适应性和效率。 

表 4  所提算法与其他算法比较 

Table 4  Comparison between proposed algorithm and 

other algorithms 

算法 计算结果 

TR 持续的数值振荡[5]
 

TR-CDA 衰减的数值振荡。不保证完全无数值振荡[11]
 

TR-过零点插值 
不保证完全无数值振荡。处理大量事件时 

收敛性差，有错误计算点[21]
 

BDF2 

无数值振荡。但因为是 2 级方法，存在数值尖峰[15-16]
 TR-BDF2 

2S-DIRK 

2S-DIRK-特性补偿 
无数值振荡。无数值尖峰，但改变了元件非线性 

特性[15]。没有插值和变步长方案 

所提算法 
无数值振荡。无数值尖峰，简便且不改变元件 

非线性特性。步长可变，处理开关事件准确灵活 

由于其高稳定的特性，在处理某些具有小正实

部特征值的系统时，可能会产生稳定衰减响应的误

差，即“过度稳定”现象，这种情况在所有 L-稳定

方法中普遍存在。因此，建议仿真程序中提供梯形

法作为备用，以便使用者在数值振荡、开关事件误

差和逼真反映物理稳定性之间做出适当选择。尽管

如此，在绝大多数刚性混杂系统下，该问题对求解

结果准确性影响微小。 

5  结论 

本文分析了 2S-DIRK 的数值积分过程，阐述了

2S-DIRK 在求解非线性电路时存在的局限性，包括

数值尖峰和难以处理开关事件的问题。针对上述问

题，提出了 M2S-DIRK 数值积分方法并将其应用于

电磁暂态仿真，最后通过仿真算例进行了验证。 

仿真结果表明，所提出的 M2S-DIRK 继承了

2S-DIRK 的 L-稳定特性，从本质上解决了数值振荡

问题。同时，可以有效避免 2S-DIRK 这类 2 级方法

中存在的数值尖峰问题，且不会像特性补偿法那样

改变元件的非线性特性。此外，本文为 M2S-DIRK

设计了可变步长计算方案，使其能够灵活且准确的

处理计算区间内任意时刻出现的离散开关事件。与

其他算法对比，M2S-DIRK 是比梯形法加过零点插

值，CDA 等算法更加简便，且具有更高的数值稳定

性的方法。对于包含电力电子设备的电力系统电磁

暂态仿真，M2S-DIRK 是一种实用的算法。 
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附录 A  2S-DIRK 非线性元件计算情况 

电压

电流

起始点
第 1 级
计算结束

变量转换结束

第 2 级
计算结束

工作点偏离
伏安特性曲线

二极管的分段
伏安特性曲线

 

图 A1  计算情况一：二极管在第 1 级计算阶段关断 

Fig. A1  Calculation scenario 1: the diode turns off at  

the first stage 

电压

电流

起始点

第 1 级
计算结束

变量转换结束
第 2 级
计算结束

工作点偏离
伏安特性曲线

二极管的分段
伏安特性曲线

 

图 A2  计算情况二：二极管在变量转换阶段关断 

Fig. A2  Calculation scenario 2: the diode turns off at  

the variable conversion stage 
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电压

电流 二极管的分段
伏安特性曲线

起始点

第 1 级
计算结束

变量转换结束

第 2 级计算结束
 

图 A3  计算情况三：二极管在第 2 级计算阶段关断 

Fig. A3  Calculation scenario 3: the diode turns off at  

the second stage 

附录 B  M2S-DIRK 非线性电感和电容计算公式 

非线性电感的伴随电路电导和电流源公式： 
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非线性电容的伴随电路电导和电流源公式： 
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附录 C  传输线传播阶跃信号仿真结果 

M2S-DIRK TR-CDA

TR-CDA

M2S-DIRK

0.0I C
/A

I C
/A

0.2

 

0.2

0.0

0.2

0.2

U
C
/V

195

200

205

U
C
/V

100

 
200

0

100.0 100.2 100.4
t/ms

(d) TR-CDA法电容电流

t/ms

(c) 所提方法电容电流

100.0 100.2 100.4

100.060 100.064 100.068
t/ms

(b)　电容电压局部放大

t/ms

(a)　电容电压

100.0 100.2 100.4

 

图 C1  传输线传播阶跃信号仿真结果 

Fig. C1  Simulation results of step signal propagation in 

transmission line 

附录 D  链式 SVG 测试电路及参数 

 H 桥

B 相级联 H 桥

C 相级联 H 桥

10 kV 母线 SM1

SM12

补偿电路

 

图 D1  SVG 测试电路 

Fig. D1  SVG test circuit 

表 D1  SVG 参数 

Table D1  Parameters of the SVG 

参数 数值 参数 数值 

单桥臂子模块数 12 补偿电容/mF 56.9841 

H 桥电容/mF 7.2 直流参考电压/kV 9 

桥臂电感/mH 2.27 并网点电压等级/kV 10 

三角载波频率/kHz 1 开关导通电阻/mW 10 

补偿电感/mH 0.080 开关关断电阻/MW 1 
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