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谐振 DC-DC变换器的忆阻电路动态模型
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摘 要：含桥式整流滤波电路的谐振 DC-DC 变换器可视为一类忆阻电路。 然而，现有模型常忽略
电路变量的谐波分量且将整流滤波电路等效为电阻，故难以准确描述混合调制谐振 DC-DC 变换器
的瞬态、稳态响应与忆阻特性，给混合控制策略的设计和动力学分析带来困难。 为此，提出一种基
于 S型函数的谐振 DC-DC变换器忆阻电路动态模型。 首先用 S 型函数对开关信号进行光滑化处
理，建立可统一描述不同调制方式下开关网络的准确模型；接着，用受控源二端口网络等效表示整
流桥，推导出整流滤波电路的忆阻器模型。 最后，以串联谐振 DC-DC变换器为例，建立其忆阻电路
动态模型并进行仿真和实验验证。 结果表明：相比其他模型，所提模型能更准确地描述混合调制谐
振 DC-DC变换器的动静态特性，为应用连续系统理论进行分析和控制奠定基础。
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Memristive circuit dynamic model of resonant DC-DC converters
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Abstract：Resonant DC-DC converters with bridge rectifier filter circuits are regarded as a type of memris-
tive circuit. However， existing models often neglect the harmonic components of circuit variables and e-
quivalently treat the rectifier-filter circuit as a resistor. Therefore， it is difficult to accurately describe the
transient and steady-state responses and memristive characteristics of the hybrid modulation resonant DC-
DC converter， which poses challenges for the design of hybrid control strategies and the analysis of its dy-
namic behavior. Therefore， a memristive circuit dynamic model was proposed based on sigmoid functions
for resonant DC-DC converters. Firstly， sigmoid functions were used to smooth the switching signals and
establish an accurate model that can uniformly describe the switching networks under different modulation
methods. Then， the rectifier bridge was represented equivalently by a controlled-source two-port network，
and the memristor model of the rectifier filter circuit was derived. Finally， taking a series resonant DC-
DC converter as an example， a memristive circuit dynamic model was established， and simulation and ex-
perimental verification were carried out. The results indicate that， compared to other models， the pro-
posed model can describe the dynamic and static characteristics of the resonant DC-DC converter under
hybrid modulation more accurately， laying the foundation for the application of continuous system theory
to analyze and control.
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0 引 言

谐振 DC-DC变换器具有高效率、高功率密度、
高增益和开关损耗低等诸多优势[1 - 3]，已广泛应用
于新能源发电系统[4 - 6]、新能源汽车[7]和无线电能

传输系统[8]等众多领域。
建模是对电力电子变换器进行分析和设计的基

础。 由于包含开关器件，电力电子变换器属于分段
光滑的连续时间系统。 为便于分析和设计，常采用
光滑化方法建立系统的连续时间模型。 谐振 DC-
DC变换器常用的光滑化建模方法是基波近似法
（fundamental harmonic approximation，FHA） [9]、扩展
描述函数法（ extended description function，EDF） [10]

和广义状态空间平均法（generalized state space aver-
aging，GSSA） [11 - 12]。 FHA 法通过建立线性电路模
型来简化分析，只考虑电压电流的基波分量，存在较
大误差。 EDF和 GSSA法均将电路状态变量展开为
傅里叶级数，通过谐波平衡法建立模型。 然而，在建
模时即便只考虑基波的系数平衡，一个 n 阶的电路
系统，其 EDF 和 GSSA 模型的阶数也达到了 2n - 1
阶。 所考虑的谐波分量次数愈多，模型愈准确，但往
往因阶数过高而难以求解，实际应用较少。

谐振 DC-DC 变换器的开关网络包括逆变桥和
整流桥。 逆变桥输出电压的调节有定频控制和变频
控制两种策略。 在变频控制下，逆变桥采用脉冲频
率调制（pulse-frequency modulation，PFM）;在定频控
制下，逆变桥采用脉冲宽度调制（pulse-width modu-
lation，PWM） 或移相调制 （ phase-shift modulation，
PSM）。 当谐振 DC-DC变换器输入电压及负载变化
范围宽时，这 3 种调制方式各有优点和不足[13 - 14]。
为发挥不同调制方式的优点，研究者们提出了两类
不同的混合控制策略[13 - 19]：多自由度控制[13，15 - 17]

和分阶段控制[14，18 - 19]。 多自由度控制是同时控制
开关频率、占空比或移相角（同时结合使用 PFM、
PWM或 PSM），而分阶段控制则是根据运行条件切
换控制开关频率、占空比或移相角（切换使用 PFM、
PWM或 PSM）。 混合调制弥补了单一调制模式的
不足，拓宽了变换器的运行范围。 然而，由于缺乏可
准确描述混合调制下谐振 DC-DC 变换器瞬态与稳
态特性的数学模型，这些研究主要基于 FHA、EDF

和 GSSA 模型来设计系统参数和分析系统特性，这
带来了一些不足之处。 一方面，当变换器运行于谐
波分量较多的定频控制时，基于基波模型设计参数
存在一定误差，难以实现系统性能的最优。 另一方
面，这些模型不能将开关频率、占空比及初相位清楚
地直接表示，不便于应用自动控制理论设计混合控
制器，使得控制区域的划分及其切换条件只能根据
经验直接给出，缺乏一定的理论设计依据。

另外，在应用 FHA、EDF和 GSSA法对谐振 DC-
DC变换器建模时，均将其整流滤波环节近似为电
阻。 然而现有研究表明桥式整流滤波电路属于扩展
忆阻器[20 - 22]，因此谐振 DC-DC 变换器可视为一类
包含忆阻器的忆阻电路。 作为第 4 种基本电路元
件，忆阻器具有独特的记忆和非线性特性，使得忆阻
系统可能会表现出瞬态周期、瞬态混沌和多吸引子
共存[23 - 24]等多种非常规动力学现象。 所以相对于
其他变换器，谐振 DC-DC变换器在工作时可能表现
出更复杂的动力学行为。 除了因参数变化产生各类
分岔与混沌现象外，它还可能因忆阻特性存在多种
与初始值相关的多稳定性现象[25]，影响其运行稳定
性。 然而，前述方法所建模型未能反映谐振 DC-DC
变换器的忆阻特性，导致其与忆阻特性相关的动力
学行为还没有得到充分的揭示。

针对现有模型给谐振 DC-DC 变换器的控制与
动力学分析带来的困难，本文将基于 S 型函数建立
谐振 DC-DC 变换器的忆阻电路动态模型。 S 型函
数主要包括 Sigmoid 和双曲正切等函数。 S 型函数
连续可微且无穷阶可导，可用于描述开关器件的切
换过程，使系统模型光滑化。 文献[26]针对占空比
为 0. 5 的 PFM及 PSM谐振 DC-DC变换器提出了基
于 S型函数的建模方法。 所建模型准确反映了谐振
变换器随时间变化的动态行为。 文献[27]提出了
PWM信号的 S 型函数表示法。 本文进一步提出一
种可统一描述任意占空比 PWM、PFM 及 PSM 信号
的 S型函数建模法，并推导整流滤波环节的等效忆
阻器模型，以建立可准确描述谐振 DC-DC 变换器的
瞬态和稳态特性的忆阻电路动态模型，旨在为研究
系统的动力学行为和设计混合控制器奠定基础。

1 开关网络的 S型函数模型

图 1 为谐振 DC-DC变换器的典型结构，其中逆
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变桥和整流桥是由功率开关器件组成的开关网络，
故谐振 DC-DC变换器是分段光滑的系统。

图 1 谐振 DC-DC变换器

Fig. 1 Resonant DC-DC converter

当开关状态发生变化时，开关网络的输入和输
出关系可以由阶跃函数或符号函数表示。 但这两种
函数均是在原点不连续的奇异函数。 包含奇异函数
的系统难以利用连续系统理论进行稳定性分析或设

计控制器。 因此首先引入含大陡度因子的 S型函数
对开关网络的信号进行连续光滑化处理。
1. 1 逆变桥的 S型函数模型

含有陡度因子 a的 Sigmoid函数为

S（ax） = 1
1 + e -ax

。 （1）

其定义域是整个实数空间，其值域是（0， 1）。 a 取
值越大，S（ax）就越接近单位阶跃函数 H（x）。 当 a
足够大时，可认为 S（ax）≈H（x）。 带陡度因子的双
曲正切函数与 Sigmoid函数的关系为

tanh（bx） = 2S（2bx） - 1。 （2）
式中 b是陡度因子。 tanh（bx）的值域是（ - 1，1）。 b
取值越大，tanh（bx）就越接近符号函数 sgn（x）。 当
b足够大时，可认为 tanh（bx）≈sgn（x）。

逆变桥的输出通常为矩形波信号。 对于如图 2
所示周期为 T、幅值为 Am、占空比 d = 0. 5、关于直
线 y = Am / 2 对称的矩形波信号可用复合函数 y =
AmH（x（ t））描述，式中 x（ t） = sin（ωt + θ）为内函数，
θ和 ω = 2π / T分别为信号 y的初相位和角频率。 信
号 y与其内函数 x（ t）的角频率和初相位一致。

图 2 占空比为 0. 5 的矩形波

Fig. 2 Rectangular wave signal with duty cycle of 0. 5

对于图 3 所示占空比为 d（d∈[0，1]）的矩形
波信号，其角频率和初相位与其内函数也一致。 通

过对 x（ t）进行如下平移获得其内函数：先将 x（ t）沿
纵轴方向平移距离 h，得到 x1（ t） = sin（ωt + θ） + h，
从而得到所需大小的占空比;再将 x1 （ t）沿横轴方
向平移 ϕ得到 x2（ t） = sin（ωt + θ - ϕ） + h，从而正
确描述矩形波信号的初相位。 由图 3 中的几何关
系，可以确定 h和 ϕ分别为：

h = - sin - 2dπ - π2( ) = - cos（dπ）; （3）

ϕ = π - 2（1 - d）π2 = dπ - π2 。 （4）

因此，x2（ t） = cos（ωt + θ - dπ） - cos（dπ）。

图 3 占空比为 d 的矩形波

Fig. 3 Rectangular wave signal with duty cycle of d

将 x2作为单位阶跃函数 H的内函数，可以得到
初相位为 θ、幅值为 Am、关于 y = Am / 2 对称的任意占
空比 d矩形波的数学表达式

y = AmH（x2（ t）） =
AmH（cos（ωt + θ - dπ） - cos（dπ））。 （5）

用 Sigmoid函数代替式（5）中的阶跃函数，可将
矩形波信号转化为光滑连续时间信号

y≈ AmS（ax2（ t）） =
AmS（a（cos（ωt + θ - dπ） - cos（dπ）））。

（6）
同理，幅值为 Am / 2、占空比为 d、关于 y = 0 对称

的矩形波信号可用双曲正切函数表示为

y≈
Am
2 tanh（b（cos（ωt + θ - dπ） - cos（dπ）））。

（7）
图 4（a）、图 4（b）所示分别为陡度因子取不同

值，d = 0. 6 时式（6）和式（7）所表示的曲线。 可见
陡度因子越大，曲线越接近矩形波。

对于占空比为 d = 0. 5 的矩形波信号，式（6）简
化为

y（ t） ≈ AmS（asin（ωt + θ））。 （8）
式（7）简化为

y（ t） ≈
Am
2 tanh（bsin（ωt + θ））。 （9）
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图 4 陡度因子取不同值的 S型函数曲线

Fig. 4 Sigmoid functions curves with different steepness
factors

常用的单相逆变桥有不对称半桥、对称半桥和
全桥结构，图 5 分别给出了这几种逆变桥的拓扑结
构及其输出电压波形。 对于图 5（a）所示的不对称
半桥逆变器，开关管 Q1与 Q2互补导通。 假设 Q1的
驱动信号占空比为 d，输出电压 vab可表示为
vab ≈ VinS（a（cos（ωt + θ - dπ） - cos（dπ）））。

（10）
对于图 5（b）所示的对称半桥逆变器，其输入侧

含分压电容 C1和 C2，每个电容分得的电压为 Vin / 2。
假设 Q1的驱动信号占空比为 d，vab可表示为

vab ≈
Vin
2 tanh（b（cos（ωt + θ - dπ） - cos（dπ）））。

（11）
对于图 5（c）所示的全桥逆变器，若两组对角开

关管采用相同的控制信号，vab为矩形波。 假设 Q1和
Q3的驱动信号占空比为 d，vab可表示为
vab ≈ Vin tanh（b（cos（ωt + θ - dπ） - cos（dπ）））。

（12）
全桥逆变器的 vab还可通过移相调节。 若 Q2、

Q3的驱动信号分别相对于开关管 Q4、Q1的驱动信号
前移 π - α，vab为正负脉冲宽度各为 α 的阶梯波，可
表示为

vab ≈
Vin
2 [tanh（b（cosφ1 - cos（dπ））） -

tanh（b（cosφ2 - cos（dπ）））]。 （13）
式中：φ1 = ωt + θ - dπ，φ2 = ωt + θ - dπ - α。 式（13）
包含了 vab的频率、占空比、初相位和移相角信息，因
而可统一描述 PWM、PFM与 PSM。 即无论采用何种
调制方式，上述逆变桥的输出电压均可用 S 型函数
来表示。 在实际应用中，陡度因子 a 和 b 可根据开
关延迟时间和死区时间选取，以便更准确地描述逆
变桥的输出电压。

图 5 电压型逆变桥及输出波形

Fig. 5 Voltage source inverters and output waveforms

1. 2 整流桥的 S型函数模型

在谐振 DC-DC变换器中，常在谐振网络后接桥
式整流滤波电路以获得直流输出。 对于如图 6 所示
的单相整流桥，根据二极管的通断状态，它有 4 种可
能的模态。 模态 1：D1、D3导通，D2、D4截止;模态 2：
D2、D4导通，D1、D3截止;模态 3：D1、D2、D3和 D4均截
止;模态 4：D1、D2、D3和 D4均导通。

图 6 单相整流桥

Fig. 6 Single-phase rectifier bridge

当运行于模态 1 时，i1 ＞ 0，v1 ＞ 0， | v1 | ＞ vD，iD ＞
0。 考虑二极管的正向导通电压 Vf，则 v1 = vD + 2Vf，
iD = i1。

当运行于模态 2 时：i1 ＜ 0，v1 ＜ 0， | v1 | ＞ vD，iD ＞
0，v1 = - vD - 2Vf，iD = - i1。
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当运行于模态 3 时，i1 = 0， | v1 | ＜ vD，iD = 0。 v1
和 vD无关，分别由输入端和输出端的外部回路决
定，不妨设 v1 = vex1，vD = vex2。

当运行于模态 4 时，v1 = 0，vD = - 2Vf。 输入端
被短接，i1和 iD无关，分别由输入端和输出端短路时
的外部支路决定，不妨设 i1 = iex1，iD = iex2。

因此，端口电压 v1、vD和端口电流 i1、iD的关系可
统一描述为：

v1 = （vD + 2Vf）sgni1 + （1 - sgn2 i1）vex1; （14）
i1 = iDsgnv1 + （1 - sgn2v1） iex1; （15）

vD = （ | v1 | - 2Vf）sgniD + （1 - sgniD）vex2 =
（v1sgnv1 - 2Vf）sgniD + （1 - sgniD）vex2;

（16）
iD = | i1 | sgn（vD + 2Vf） +

[1 - sgn（vD + 2Vf）] iex2 =
i1sgni1sgn（vD + 2Vf） +
[1 - sgn（vD + 2Vf）] iex2。 （17）

用双曲正切函数替代 sgn 函数，即对式（14） ～
式（17）进行光滑化处理，并将整流桥等效表示为
图 7所示的受控源二端口网络。 在图 7（a）中，整流
桥的输入和输出端口分别被等效为受控电压源

（controlled voltage source，CVS） v1 （ t）和受控电流源
（controlled current source，CCS） iD（ t）：
v1 ≈ （vD + 2Vf）tanh（bi1） + [1 - tanh2（bi1）]vex1;
iD ≈ i1 tanh（bi1）tanh（b（vD + 2Vf）） +

[1 - tanh（b（vD + 2Vf））]iex2。

㊣

㊣

㊣

㊣㊣

㊣㊣

（18）
在图 7（b）中，整流桥的输入和输出端口分别被

等效为 CCS i1（ t）和 CVS vD（ t）：
i1 ≈ iD tanh（bv1） + [1 - tanh2（bv1）] iex1;
vD ≈ [v1 tanh（bv1） - 2Vf]tanh（biD） +

[1 - tanh（biD）]vex2。

㊣

㊣

㊣

㊣㊣

㊣㊣

（19）
受控源模型式（18）和式（19）统一描述了整流

桥所有的工作模态，是一个准确的瞬时值模型。

图 7 整流桥的受控源等效电路

Fig. 7 Controlled source equivalent circuit of
rectifier bridge

2 整流滤波电路的忆阻器模型

FHA、EDF和 GSSA 法将带电阻负载的桥式整
流滤波电路等效为一个纯电阻，无法反映其非线性
特性。 研究发现桥式整流滤波电路属于扩展忆阻
器。 文献[20 - 21]根据二极管的本构特性构建了
桥式整流滤波电路的等效忆阻器模型，但该模型包
含依赖二极管型号的参数，建模过程复杂。 为简化
模型，本文基于 S型函数建立桥式整流滤波电路的
等效忆阻器模型。

忆阻器是描述磁通 φ和电荷 q 之间关系的第 4
种基本无源电路元件，其概念已被推广至更为一般
的扩展忆阻器。 流控型（荷控型）扩展忆阻器的表
达式为[28]：

v = R（x，i） i;
dx
dt = f（x，i）。

} （20）

式中：R为忆阻值; x = （x1，x2，…，xn） T∈Rn为 n维
状态变量。 压控型 （磁控型）扩展忆阻器的表达
式为[28]：

i = G（x，v）v;
dx
dt = g（x，v）。

} （21）

式中 G 为忆导值。扩展忆阻器满足限定条件：R（x，
0） ≠ ∞ 或 G（x，0） ≠ ∞。

滤波环节的结构往往根据谐振网络的结构确

定，当谐振网络为串联结构时，滤波环节仅采用电容
C滤波，如图 8（a）所示;当谐振网络为并联结构时，
滤波环节采用 LC 电路滤波，如图 8（b）所示。 下面
分别建立这两种类型的整流滤波电路的等效忆阻器

模型。

图 8 桥式整流滤波电路

Fig. 8 Bridge rectifier filter circuit

2. 1 C 滤波桥式整流电路的忆阻器模型

对图 8（a）所示 C滤波桥式整流电路，选择 i1和
vD为控制量，受控源采用图 7（ a）的形式，得到等效
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电路如图 9 所示。 由于不包含模态 4，可忽略 iex2
项。 对模态 3 进行近似，忽略 vex1项。 根据式（18），
得到受控源表达式为：

v1 ≈ （vD + 2Vf）tanh（bi1）; （22）
iD ≈ i1 tanh（bi1）。 （23）

式（23）包含了对模态 1、2 和 3 的端口电流关
系统一描述。 式（22）仅包含对模态 1 和 2 的端口
电压描述，在模态 3 阶段，状态变量仍按原有方式演
化。 基于式（22）和式（23），根据 KCL 定律建立 C
滤波桥式整流电路的忆阻器模型：

v1 = RM（vD，i1） i1;

dvD
dt = f（vD，i1） =

i1 tanh（bi1）
C -

vD
RLC
。} （24）

式中

RM（vD，i1） =
（vD + 2Vf）tanh（bi1）

i1
。 （25）

模型式（24）具有式（20）的形式，其中状态变量
x = vD。由于limi1→0

tanh（bi1） = 0 和limi1→0
i1 = 0，根据洛必

达法则可以得到lim
i1→0
RM（vD，i1） = b（vD + 2Vf） ≠∞。

因此 C滤波桥式整流电路可视为一个流控型扩展
忆阻器，其忆阻值为 RM，如图 9 所示。

图 9 C 滤波桥式整流电路等效为流控型扩展忆阻器

Fig. 9 C filter bridge rectifier circuit is equivalent to
current-controlled extended memristor

为验证模型式（24）的准确性与忆阻特性，采用
正弦激励信号 i1 = Imsin（2πft）作为整流桥的输入电
流源。 取 C = 1 000 μF，RL = 12 Ω，Vf = 0. 4 V和 b =
1 000 进行仿真与实验，将仿真结果与 Simulink电路
模型的仿真结果进行对比。 图 10（ a）给出了 Im =
60 mA，f = 200、500 和 2 000 Hz 时的 i1 - v1仿真曲
线，其中忆阻器模型的曲线用点线表示，Simulink 电
路模型的曲线用实线表示。 可看出两种模型的仿真
曲线高度一致，都是在原点收缩的紧磁滞回线，符合
流控型忆阻器的特征。 搭建硬件电路验证仿真结果
的正确性，实验结果如图 10（b）所示，与仿真结果基
本一致。

图 10 不同频率下 C 滤波桥式整流电路的紧磁滞回线

Fig. 10  Pinched hysteresis loops of C-filtering bridge
rectifier circuit with different frequencies

2. 2 LC 滤波桥式整流电路的忆阻器模型

对图 8（b）所示 LC 滤波桥式整流电路，选择 v1
和 iD为控制量，受控源采用图 7（b）的形式，得到等
效电路如图 11 所示。 对于模态 4，由于电感电流不
能突变，忽略 iex1。 根据式 （19 ），得到受控源表
达式：

i1 ≈ iD tanh（bv1）; （26）
vD ≈ [v1 tanh（bv1） - 2Vf]tanh（biD） +

[1 - tanh（biD）]vex2。 （27）
式（27）包含对 4 种模态端口电压关系的统一

描述，且 vex2 = vo。 式（26）包含对模态 1、2 和 3 端口
电流的描述，对模态 4 进行了近似。 基于式（26）和
式（27），根据 KVL和 KCL定律建立 LC滤波桥式整
流电路的忆阻器模型：
i1 = GM（ iD，v1）v1;

diD
dt =

[v1 tanh（bv1） - 2Vf - vo]tanh（biD）
L +

VT
L ;

dvo
dt =

iD
C -

vo
RLC
。

㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣

㊣
㊣㊣

（28）
式中 GM（ iD，v1） = [ iD tanh（bv1）] / v1。 为描述二极管
导通的电压条件加入了电压启动项 VT = [1 - tanh
（biD）][v1 tanh（bv1） - 2Vf - vex2][1 + tanh（b（ v1 tanh
（bv1） - 2Vf - vex2））] / 2。 当状态变量的初始值为 0
时，若式（28）不包括 VT，则其解恒为 0。 当 | v1 | ＞
2Vf + vex2且 iD =0时，整流桥臂变为导通，VT = | v1 | -
2Vf - vex2是电感 L 两端电压;当 | v1 | ＜ 2Vf + vex2或
iD ＞ 0，VT = 0。

模型式（28）与式（21）形式一致，状态变量 x =
[ iD，vo] T。由于limv1→0

tanh（bvi） = 0和limv1→0
v1 = 0，根据洛
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必达法则可以得到 lim
v1→0
GM（ iD，v1） = biD ≠ ∞。 因此

LC滤波桥式整流电路可视为一个压控型扩展忆阻
器，其忆导值为 GM，如图 11 所示。

图 11 LC 滤波桥式整流电路等效为压控型扩展忆阻器

Fig. 11 LC filter bridge rectifier circuit is equivalent to
voltage-controlled extended memristor

为验证模型式（28）的准确性与忆阻特性，采用
正弦激励信号 v1 = Vm sin（2πft）作为整流桥的输入
电压源。 选取电路参数为 L = 4 mH，C = 68 μF，
RL = 12 Ω，Vf = 0. 4 V和 b = 1 000 进行仿真与实验。
图 12（a）给出了 Vm =3. 4 V，f =700、1 000和 1 450 Hz
时 v1 - i1曲线的仿真结果，其中忆阻器模型和 Simu-
link电路模型的曲线分别用点线和实线表示。 可见
二者的仿真曲线相符，都是在原点收缩的紧磁滞回
线，符合压控型忆阻器的特征。 搭建硬件电路进行
实验验证，结果如图 12（ b）所示，与仿真结果基本
一致。

图 12 不同频率下 LC 滤波桥式整流电路的紧磁滞回线

Fig. 12 Pinched hysteresis loops of LC-filtering bridge
rectifier circuit with different frequencies

3 串联谐振 DC-DC 变换器的忆阻电

路动态模型

  以采用 PFM + PWM 混合调制串联谐振 DC-DC
变换器（如图 13 所示）为例，用第 1、2 节所提出的
方法建立其忆阻电路动态模型。 图中 Vin为直流侧
输入电压，逆变环节采用单相全桥逆变电路。 谐振

网络采用 Lr、Cr串联结构，桥式整流电路后接电容 C
滤波，RL为电阻负载。

图 13 串联谐振 DC-DC变换器拓扑结构

Fig. 13 Topological structure of series resonant DC-DC
converter

假设对角开关管 Q1、Q3的驱动信号占空比为
d，当系统运行于 PFM 时，通常 d = 0. 5。 将逆变桥
的输出电压 vab用 S型函数模型式（12）表示，整流滤
波及负载部分用流控型忆阻器模型式（24）表示，得
到串联谐振 DC-DC变换器的等效忆阻电路如图 14
所示。 其状态空间方程为：

di1
dt =

1
Lr
（ - vCr - RM i1 + vab）;

dvCr
dt =

1
Cr
i1;

dvo
dt =

1
C i1 tanh（bi1） -

vo
RLC
。

㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣㊣

㊣
㊣
㊣㊣

（29）

式中 vab= Vin tanh（b（cos（ωt + θ - dπ） - cos（dπ））），
ω = 2πf，RM = （ vD + 2Vf） tanh（bi1） / i1。 模型式（29）
中包含了开关频率 f、占空比 d、初相位 θ 和整流滤
波电路的等效忆阻器 RM。 模型阶数与电路阶数相
等，均为 3。

图 14 串联谐振 DC-DC变换器的等效忆阻电路图

Fig. 14 Equivalent memristive circuit diagram of series
resonant DC-DC converter

3. 1 仿真验证

为验证串联谐振 DC-DC 变换器忆阻电路动态
模型式（29）的准确性及其忆阻特性，用 MATLAB 对
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模型进行求解，并将计算结果与 Simulink电路模型、
FHA模型和 EDF模型的仿真结果进行对比。

根据 FHA法的原理[9]，建立系统的 FHA模型：

di1
dt =

- vCr -
8RL i1
π2

Lr
+

f1（d，Vin）sin（ωt + ψ1（d，Vin））
Lr

;

dvCr
dt =

i1
Cr
。

㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣㊣

㊣
㊣
㊣
㊣

（30）

式中的 f1（d，Vin）和 ψ1（d，Vin）分别表示将电压 vab展
开为傅里叶级数后基波分量的幅值和初相位，由占
空比 d和电压 Vin决定，其表达式分别为：

f1（d，Vin） =
2
π Vin φ24 + （1 - φ5） 2 ; （31）

ψ1（d，Vin） = tan -1
2
π Vinφ4

2
π Vin -

2
π Vinφ5

( )。 （32）

式中：φ4 = sin（2πd）;φ5 = cos（2πd）。
根据 EDF法的原理[10]，建立系统的 EDF模型：
di1s
dt =

1
Lr
f1（d，Vin） - vCrs -

4i1svo
π φ3

( ) + ωi1c;

di1c
dt =

1
Lr
- vCrc -

4i1cvo
π φ3

( ) - ωi1s;

dvCrs
dt =

i1s
Cr
+ ωvCrc;

dvCrc
dt =

i1c
Cr
- ωvCrs;

dvo
dt =

1
C
2
π φ3 -

vo
RL

( )。

㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

（33）
式中：i1s和 i1c分别表示 i1的正弦和余弦分量;vCrs和
vCrc分别表示 vCr的正弦和余弦分量;φ3 = i21s + i21c。
FHA模型式（30）和 EDF模型式（33）不能将开关频
率 f、占空比 d和初相位 ψ1（d，Vin）清楚地分开表示，
其初相位与占空比相关。 并且，两个模型均只包含
基波分量，将整流桥交流侧等效为 8RL / π2的线性电
阻。 EDF模型的阶数为 5，高于电路阶数。

系统参数设置如下：Vin = 24 V，Lr = 0. 2 mH，
Cr = 0. 02 μF，C = 10 μF，RL = 20 Ω，Vf = 0. 4 V，b =
1 000，谐振频率 fr约为 80 kHz。 计算步长均为
10 - 8 s。分别对开关频率 f 与占空比 d 同时变化、开

关频率 f 与占空比 d 切换变化这两种 PFM + PWM
混合调制策略下忆阻电路动态模型的准确性进行了

仿真验证，其结果分别见图 15 和图 16。 为进行对
比，图中也给出了 Simulink 电路模型、FHA 模型和
EDF模型的仿真结果。 在图 15 中，当 t = 0. 02 s时，
f由 80 kHz 变化至 60 kHz，同时 d 由 0. 5 变化至
0. 2。在图 16（a）中，系统开始时运行于 PFM 模式，
f = 80 kHz，占空比为 d = 0. 5;在 t = 0. 02 s 时 f 变化
至 60 kHz并切换至 PWM模式;在 t =0. 020 4 s时 d
由 0. 5变化至 0. 2。 为进一步对比 f与 d切换变化时
4种模型的仿真结果，图 16（b）给出了在 t = 0. 02 s
前后 f发生变化、图 16（c）给出了在 t = 0. 020 4 s前
后 d发生变化时 vab和 i1的波形。

图 15 PFM + PWM混合调制下 f 和 d 同时变化时 4 种
模型的仿真结果

Fig. 15 Simulation results of four models under PFM +
PWM hybrid modulation with f and d changing
simultaneously

由图 15 ～图 16 可知，无论是 f和 d保持不变的
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稳态，还是 f和 d 发生变化后的瞬态过程，忆阻电路

动态模型与 Simulink电路模型的仿真结果均高度一

致，而 FHA 模型、EDF 模型与 Simulink 电路模型的

仿真结果均存在较大误差。

图 16 PFM + PWM混合调制下 f 与 d 切换变化 4 种模

型的仿真结果

Fig. 16 Simulation results of four models under PFM +
PWM hybrid modulation with f and d changing
alternately

以 Simulink 电路模型的仿真结果为基准，对
图 16（a）中系统稳态运行时，3 种模型在不同 f、d 下
在一个开关周期内状态变量的均方根误差 （ root
mean square error，RMSE）进行计算，结果见表 1。 可
见，在 3 种不同的 f、d 情形下忆阻电路动态模型的
RMSE均很小，远小于 FHA 模型和 EDF 模型。 另
外，在 d = 0. 5 正负半周波形对称时 FHA 模型、EDF
模型与 Simulink电路模型之间的误差较小，而在d =
0. 2 时误差较大。

表 1 不同的 f 和 d 下稳态运行时,3 种模型的仿真结果与

Simulink电路模型仿真结果之间的 RMSE
Table 1 RMSE between simulation results of three models

and simulation results of Simulink circuit model
during steady-state operation with different f
and d

f和 d 模型 vCr / V i1 / A vo / V

f = 80 kHz

d = 0. 5

所提模型 0. 044 4. 390 × 10 - 4 7. 620 × 10 - 5

FHA模型 0. 281 0. 003 —

EDF模型 0. 273 0. 003 0. 052

f = 60 kHz

d = 0. 5

所提模型 0. 007 7. 134 × 10 - 5 0. 002

FHA模型 0. 245 0. 004 —

EDF模型 0. 245 0. 004 0. 018

f = 60 kHz

d = 0. 2

所提模型 0. 010 1. 150 × 10 - 4 0. 001

FHA模型 1. 297 0. 009 —

EDF模型 1. 297 0. 009 0. 010
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  进一步观察图 15 中 vCr、i1与图 16 中 i1在 f、d变
化时的瞬态响应，可见 FHA 模型和 EDF 模型均存
在较大误差。 尤其是在 f 和 d 同时变化时，FHA 模
型、EDF模型的误差更大。

仿真结果表明，相比 FHA 和 EDF 模型，忆阻电
路动态模型能更准确地描述 PFM + PWM 混合调制
下谐振 DC-DC变换器随时间变化的动态行为，包括
瞬态响应与稳态响应。 此外，忆阻电路动态模型能
够独立表示开关频率 f、占空比 d 和初相位 θ，便于
基于该模型应用非线性系统理论设计混合控制器。

进一步验证所提出的模型能否准确描述谐振

DC-DC变换器的忆阻特性，图 17 给出了系统运行
于 PFM + PWM混合调制下 4 种模型的 i1 - v1曲线。
可看出在不同的 f 和 d 条件下，忆阻电路动态模型
与 Simulink模型的仿真结果相符，i1 - v1曲线均为在
原点收缩的紧磁滞回线。 由于开关频率很高，紧磁
滞回线的旁瓣面积很小，伏安特性曲线近乎为单值
折线段。 并且随着 f 或 d 的减小，i1、v1的幅值也逐
渐减小，呈现出流控型忆阻器特征。 而 FHA模型与
EDF模型的 i1 - v1曲线均为经过原点的直线段，这
是因为这两个模型均将整流桥交流侧近似为线性电

阻，忽略了其忆阻特性。 忆阻电路动态模型包含了
整流滤波环节的忆阻特性，因此基于此模型除了可
以研究常规的分岔、混沌等动力学行为外，还可研究
与忆阻特性有关的多稳定动力学行为。

图 17 不同 f 和 d 时 4 种模型的 i1 - v1曲线仿真结果

Fig. 17  Simulation results of i1 - v1 curves for four

models with different f and d

3. 2 实验验证

为进一步验证串联谐振 DC-DC 变换器忆阻电
路动态模型的准确性及其忆阻特性，搭建如图 18 所
示的实验平台进行验证，实验参数与仿真参数一致，

系统运行在 PFM + PWM混合调制下。

图 18 PFM + PWM串联谐振 DC-DC变换器实验平台

Fig. 18 Experimental platform for PFM + PWM series

resonant DC-DC converter

图 19 和图 20 分别给出了 f与 d同时变化、 f与
d切换变化时的实验结果。 由图 19 可以看出， f 由
80 kHz变为 60 kHz且同时 d 由 0. 5 变为 0. 2 前后
系统的瞬态、稳态响应与图 15 所示的仿真结果一
致。 图 20（a）、图 20（b）分别给出了 d = 0. 5 保持不
变而 f由 80 kHz 变为 60 kHz 前后、 f = 60 kHz 保持
不变而 d由 0. 5 变为 0. 2 前后系统的瞬态与稳态响
应，与图 16 （ b）、图 16 （ c）所示的仿真结果一致。
图 21给出了 i1 - v1曲线的实验结果。 可以看出在高
开关频率下，不同 f和 d下的 i1 - v1曲线均收缩为折
线段，与图 17所示仿真结果一致。

图 19 PFM + PWM混合调制下 f 和 d 同时变化的实验

结果

Fig. 19  Experimental results under PFM + PWM hy-

brid modulation with f and d changing simul-

taneously

实验结果表明，所建立的忆阻电路动态模型能
统一准确描述 PFM + PWM 混合调制下谐振 DC-DC
变换器的动静态特性以及系统所包含的忆阻特性，
与仿真结果相符。
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图 20 PFM + PWM混合调制下 f 与 d 切换变化的实验

结果

Fig. 20  Experimental results under PFM + PWM hy-

brid modulation with f and d changing alter-

nately

图 21 不同 f 和 d 时 i1 - v1曲线实验结果

Fig. 21 Experimental results of i1 - v1 curves with dif-

ferent f and d

4 结 论

基于 S 型函数建立了谐振 DC-DC 变换器忆阻

电路动态模型，通过仿真与实验验证了模型的准确

性。 所提出的模型具有如下特点：
1）模型的准确度远高于 FHA、EDF 和 GSSA 模

型，能统一地描述各种混合调制方式的谐振 DC-DC
变换器的瞬态与稳态响应。
2）模型体现了谐振 DC-DC变换器的忆阻特性，

为研究系统与忆阻特性相关的多稳定性现象奠定了

基础。
3）模型的建模过程简单，物理意义清晰。 模型

中包含频率、占空比和初相位变量，这为以频率、占
空比和相位作为控制变量，依据自动控制理论设计
各种混合控制策略，实现对谐振 DC-DC 变换器输出
的高性能调节奠定了基础。
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