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高阶球形谐波法求解辐射传输方程：模型开发与
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摘　要：为了改善ＡＮＳＹＳＦｌｕｅｎｔ软件中用于辐射传热计算的球形谐波法仅限于其最低阶（Ｐ１）形
式的现状，基于高阶球形谐波法求解辐射传输方程的基本原理，利用ＡＮＳＹＳＦｌｕｅｎｔ软件提供的用
户自定义函数（ＵＤＦ）和用户自定义标量（ＵＤＳ）接口，通过对控制方程和边界条件的耦合数值求
解，开发了适用ＡＮＳＹＳＦｌｕｅｎｔ软件的高阶球形谐波法辐射传输方程求解模型。模型的精度通过
对一维、二维平板及二维轴对称火焰的辐射传热进行计算，并且与相应的精确解或光子蒙特卡罗
（ＰＭＣ）解进行对比来实现。结果表明：开发的Ｐ３模型相比于ＡＮＳＹＳＦｌｕｅｎｔ软件中自带的Ｐ１模
型无论是在计算辐射强度的角空间分布还是在辐射传热的总体热源方面都更加准确。
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　　作为燃烧过程中重要的热交换形式及能量和信
息传递的重要方式，辐射传热近年来在国防和民用
高新技术领域得到了广泛的发展和应用。在辐射传
热问题的分析和实际应用中，辐射传输方程（ＲＴＥ）
的求解十分重要，其准确计算关乎各领域中对辐射
传热的准确分析。ＲＴＥ是一个在射线方向上的能
量平衡方程，描述了辐射能量在介质中传递时的发
射、吸收和散射作用。ＲＴＥ是一个包含５个自变量
（３个空间变量和２个方向变量）的积分微分方程。
对辐射传递方程的精确解析求解非常困难，只有在
非常简单的情况下才能得到显式解。多数“精确”解
仅限于一维平板和灰体介质。由于复杂的几何特
性、边界条件、随波长和方向变化的辐射特性等原
因，实际的热辐射传输问题通常十分复杂。因此，对
于这类问题几乎无法求取解析解。随着计算机技术
和数值计算方法的发展，辐射传热数值计算作为理
论分析的基础和实验研究的补充逐渐显现出其作
用，诸多研究致力于ＲＴＥ的近似及其数值求解［１２］。

对ＲＴＥ求解使用最广泛的近似方法有离散坐
标法（ＤＯＭ）［３］或有限体积法（ＦＶＭ）［４］、蒙特卡罗
（ＰＭＣ）法［５］和球形谐波（ＰＮ）法［６］。ＤＯＭ／ＦＶＭ在
空间和方向上对辐射强度进行离散，在现代计算流
体力学（ＣＦＤ）软件中的实现相对简单。通过增加角
度离散化，可以获得比ＤＯＭ／ＦＶＭ精度更高的解；
但对于光学厚度较大的介质而言，其计算成本较高。
由于角度离散化，该方法也可能存在“射线效应”和
“假散射”等不可避免的问题［６］。ＰＭＣ法作为一种
随机统计算法，其求解结果被认为是有统计误差的
精确解，并且其统计误差随着随机光子束数量的增
加而减小。ＰＭＣ法可以相对容易地处理辐射传热
建模中的复杂问题［７］，例如非射线光谱特性、非均匀
介质和不规则几何结构等，但是ＰＭＣ法计算成本
随着随机光子束的增加将急剧增加。ＰＮ法通过将
辐射强度扩展为一系列球谐函数来解耦空间和方向
依赖关系，将积分微分辐射传输方程转化为椭圆偏
微分方程组，从而实现辐射传输方程的近似求解。
在ＰＮ近似中，随着近似阶数犖的增大，计算精度
会不断提高。球形谐波函数构成了完备正交基，可
以表示任意光滑函数。而ＤＯＭ／ＦＶＭ由于采用有
限单元或控制体积的离散求解，在相当的计算成本

下，难以达到和ＰＮ法一样的精度。但高阶ＰＮ法
在数学上非常复杂且数值求解存在较大困难。因
此，在如今通用的ＣＦＤ软件中，如ＡＮＳＹＳＦｌｕｅｎｔ、
ＡＮＳＹＳＣＦＸ、ＳＴＡＲＣＣ和ＣＯＭＳＯＬ，几乎只包含
Ｐ１模型。对于光学薄的介质，由于其辐射强度在空
间方向上的变化梯度很大，Ｐ１模型的计算结果会出
现较大的误差。球形谐波法的研究大多止于Ｐ１模
型，并且高阶ＰＮ法的应用也长期局限于一维情况。
随着阶数犖的增加，ＰＮ法在数学上的复杂性呈指
数级增长，所以高阶球形谐波法在ＣＦＤ软件中的开
发存在一定难度。

虽然Ｐ１模型能够给出辐射强度随方向的连续
变化，但因截断误差的影响，其计算精度受到了限
制。为了拓展ＰＮ法的高阶应用，许多学者也曾对
高阶ＰＮ法进行了深入的研究。Ｂａｙａｚｉｔｏｇｌｕ等［８］将
ＰＮ法扩展到Ｐ５，并将其应用于柱坐标系下的一维
问题求解，发现Ｐ３近似比Ｐ１近似有很大的改进，
而Ｐ５近似的改进较小。Ｃｈｅｎｇ［９］用ＰＮ法分析了
非散射辐射灰色气体一维可压缩流动中的辐射传
递。虽然得到了任意犖阶的控制方程，但只将最低
阶Ｐ１用于ＲＴＥ的求解。Ｃａｎｏｓａ等［１０］、Ｄａｖｅ等［１１］

在大气辐射传输问题中使用了考虑各向异性散射的
ＰＮ法，表明了ＰＮ法在有效解决散射问题方面具有
潜力。Ａｒｐａｃｉ等［１２］将Ｐ３法应用于Ｂｅｎａｒｄ问题（水
平平行板之间的自然对流传热研究），发现Ｐ３法的
结果比Ｐ１法更准确。Ｂａｙａｚｉｔｏｇｌｕ等［８］在直角坐
标、柱坐标和球坐标的一维问题上使用了Ｐ３法。
Ｐ３法求解被证明在所有坐标系下比Ｐ１法更准确。

因此，基于对ＲＴＥ进行球形谐波近似，通过对
转换后得到的犖（犖＋１）／２个二阶椭圆偏微分方程
及其Ｍａｒｓｈａｋ边界条件［１３］进行耦合数值求解，以在
ＡＮＳＹＳＦｌｕｅｎｔ软件中实现对高阶ＰＮ（Ｐ３）模型的
开发和数值求解。同时，通过模型的验证实现对一
维、二维平板及二维轴对称火焰的辐射传热计算。

１　高阶犘犖辐射模型理论
１．１　控制方程组

辐射传输方程可以表述为
狊^·!τ犐＋犐＝（１－ω）犐ｂ＋ωη４π∫４π犐（狊^′）Φ（狊^·狊^′）ｄΩ′

（１）
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式中：狊^为辐射传输方向单位向量；τ为光学厚度；犐
为辐射强度，Ｗ／ｍ２；ω为散射反照率；犐ｂ为黑体辐
射强度，Ｗ／ｍ２；ωη为光谱散射反照率；Φ为散射相
函数，描述了来自方向狊^′的射线被散射到另一个方
向狊^的概率；Ω′为单位立体角。

球形谐波法是一种数学物理方法，其实质是将
辐射传输方程中含有角度变量的函数，如辐射强度
和散射相函数等，用一组正交完备的球形谐波函数
来表示。如果取其前犖阶来近似表示，则称为ＰＮ
近似［１４］。理论上，ＰＮ近似随着近似阶数犖的增
大，解的精度也会提高，但数学上的复杂性也急剧增
加。ＰＮ法将辐射强度场扩展为用无穷级数表示的
正交的球形谐波函数，从而将辐射强度在空间和方
向上进行分离。虽然展开的无穷阶球形谐波函数可
以用来准确表示辐射强度在空间和不同方向上的分
布，一般则通过犖阶的截断级数来近似表示，介质
内τ处辐射强度犐可以表示为二维傅里叶级数的形
式，其表达式为

犐（τ，狊^）＝∑
犖

狀＝０∑
狀

犿＝－狀
犐犿狀（τ）犢犿狀（狊^） （２）

式中：犐犿狀为辐射强度系数；犢犿狀为球形谐波函数［１４］。
球形谐波在球面坐标下满足拉普拉斯方程，其

定义为

犢犿狀＝ｃｏｓ（犿ψ）犘犿狀（ｃｏｓθ），　犿≥０
ｓｉｎ（犿ψ）犘犿狀（ｃｏｓθ），　犿＜烅烄烆 ０

（３）

式中：θ为极角；ψ为方位角；犘犿狀为勒让德多项式［１４］。
将式（２）代入ＲＴＥ方程（式（１））中，并假设散

射是各向同性的，集合所有的单阶的球形谐波，可以
得到一系列与犐犿狀相关联的（犖＋１）２个一阶偏微分
方程。通过球形谐波函数及Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式正交
性进行化简后，可以消除奇数阶的强度系数，最终得
到只与偶数阶相关联的犖（犖＋１）／２个椭圆偏微分
方程。每个偏微分方程和全局坐标系定义下的犢犿狀
相关，详细推导过程可参考文献［１５］。通过定义二
阶算子犔（仅例举２个）：

犔狓狔＝１β

狓

１
β

（ ）狔 （４）

犔狕狕＝１β

狕

１
β

（ ）狕 （５）

式中：狓，狔，狕均为全局坐标系的坐标；β为消光系
数，ｍ－１。

可以得到在三维笛卡尔坐标系下用于各向同性
散射的二阶椭圆偏微分方程组的最终形式，具体表
达形式如下。

　　对于每个犢犿狀，狀＝０，２，…，犖－１，０≤犿≤狀：

　　∑
３

犽＝｛１（犔狓狓－犔狔狔 ［）（１＋δ犿２）犪狀犿犽犐犿－２狀＋４－２犽＋δ犿１２犮
狀犿犽犐犿狀＋４－２犽＋犲狀犿犽犐犿＋２狀＋４－２］犽＋

　　（犔狓狕＋犔狕狓）［（１＋δ犿１）犫狀犿犽犐犿－１狀＋４－２犽＋犱狀犿犽犐犿＋１狀＋４－２犽］＋（犔狓狓＋犔狔狔 ［）－（１－δ犿２）犪狀犿犽犐－（犿－２）狀＋４－２犽＋

　　δ犿１２犮
狀犿犽犐－犿狀＋４－２犽＋犲狀犿犽犐－（犿＋２）狀＋４－２］犽 ＋（犔狔狕＋犔狕狔）［－（１－δ犿１）犫狀犿犽犐－（犿－１）狀＋４－２犽＋犱狀犿犽犐－（犿＋１）狀＋４－２犽］＋

　　（犔狓狓＋犔狔狔－２犔狕狕）犮狀犿犽犐犿狀＋４－２｝犽＋［犔狕狕－（１－ωδ０狀）］犐犿狀＝－（１－ω）犐ｂδ０狀 （６）

　　对于每个犢－犿狀，狀＝０，２，…，犖－１，１≤犿≤狀：

　　∑
３

犽＝｛１（犔狓狔＋犔狔狓 ［）（１＋δ犿２）犪狀犿犽犐犿－２狀＋４－２犽＋δ犿１２犮
狀犿犽犐犿狀＋４－２犽－犲狀犿犽犐犿＋２狀＋４－２］犽＋

　　（犔狔狕＋犔狕狔）［（１＋δ犿１）犫狀犿犽犐犿－１狀＋４－２犽－犱狀犿犽犐犿＋１狀＋４－２犽］＋（犔狓狓－犔狔狔 ［）（１－δ犿２）犪狀犿犽犐－（犿－２）狀＋４－２犽－

　　δ犿１２犮
狀犿犽犐－犿狀＋４－２犽＋犲狀犿犽犐－（犿＋２）狀＋４－２］犽 ＋（犔狓狕＋犔狕狓）［（１－δ犿１）犫狀犿犽犐－（犿－１）狀＋４－２犽＋犱狀犿犽犐－（犿＋１）狀＋４－２犽］＋

　　（犔狓狓＋犔狔狔－２犔狕狕）犮狀犿犽犐－犿狀＋４－２｝犽＋（犔狕狕－１）犐－犿狀＝０ （７）
式中：犪狀犿犽，犫狀犿犽，犮狀犿犽，犱狀犿犽，犲狀犿犽均为常数系数［６］，取值仅
与常数犿，狀，犽有关；δ犻犼为Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ三角函数［６］。
１．２　边界条件

图１为边界条件示意图，其中：狀^为边界面的外
法向向量；狉ｗ为边界处到犗的距离；狉为介质内任意
点到犗的距离；θ′为边界处极角；ψ′为边界处方位

角；^犽为介质内任意位置处指向全局坐标系狕轴方
向的法向量。
　　在边界上任意位置的辐射强度都满足：

犐（狉＝狉ｗ，狊^）＝犐ｗ（狉ｗ，狊^），　狀^·狊^＞０（８）
式中：犐ｗ为边界面的辐射强度。
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图１　边界条件示意图
Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

　　ＰＮ模型将辐射强度犐截断至第犖项，如果直
接将式（２）代入式（８），式（８）将不再成立，必须采用
积分形式的Ｍａｒｓｈａｋ边界条件［１３］，即

∫^狀·^狊＞０犐（狉ｗ，狊^）珚犢犿２犻－１ｄΩ＝∫^狀·^狊＞０犐ｗ（狊^）珚犢犿２犻－１ｄΩ
犻＝１，２，…，１２（犖＋１） （９）

式中：珚犢为局部坐标球形谐波函数；犐（狉ｗ，狊^）为边界
面处辐射强度；犐ｗ（狊^）为实际表面处辐射强度。
　　式（９）是在局部坐标系下计算的，为了得到适用
于任意几何的边界条件通式，必须通过欧拉旋转定
理［１６］将式（９）中的局部坐标球形谐波函数珚犢转换到
全局坐标系下，最后再将式（２）代入，详细推导过程
可参考文献［１３］。对于在三维笛卡尔坐标系下用于
各向同性散射问题的边界条件的最终形式，由
式（１０）～式（１１）给出。

　　对于珚犢０狀，存在：

犐ｗ狆００，狀＝∑
犖－１
２

犾＝０∑
２犾

犿′＝－２犾
狆０２犾，狀珚Δ２犾０，犿′犐犿′２犾＋τ珔狓∑

犖－１
２

犾＝１∑
２犾

犿′＝－２犾
（狏０犾犻珚Δ２犾１，犿′）犐犿′２犾＋


τ珔狓∑

犖－１
２

犾＝１∑
２犾

犿′＝－２犾
（狏０犾犻珚Δ２犾－１，犿′）犐犿′２犾－τ珔狕∑

犖－１
２

犾＝０∑
２犾

犿′＝－２犾
狑０犾犻珚Δ２犾０，犿′犐犿′２犾 （１０）

　　对于珚犢犿狀，存在：

０＝∑
犖－１
２

犾＝０∑
２犾

犿′＝－２犾
狆犿２犾，２犻－１珚Δ２犾±犿，犿′犐犿′２犾－τ珔狓∑

犖－１
２

犾＝犾１
∑
２犾

犿′＝－２犾
［（１±δ犿，１）狌犿犾，犻珚Δ２犾±（犿－１），犿′－

狏犿犾，犻珚Δ２犾±（犿＋１），犿′］犐犿犾′２犾±τ珔狔∑
犖－１
２

犾＝犾２
∑
２犾

犿′＝－２犾
［（１δ犿，１）狌犿犾，犻珚Δ２犾（犿－１），犿′＋

狏犿犾，犻珚Δ２犾（犿＋１），犿′］犐犿′２犾－τ珔狕∑
犖－１
２

犾＝０∑
２犾

犿′＝－２犾
狑犿犾，犻珚Δ２犾±犿，犿′犐犿′２犾 （１１）

式中：狌犿犾，犻，狏犿犾，犻，狑犿犾，犻均为常数系数［１３］；珚Δ为旋转
矩阵［１３］。
犾１和犾２定义为

　犾１＝０，对于珚犢犿２犻－１
１，对于珚犢－犿２犻－烅烄烆 １

，犾２＝１，对于珚犢犿２犻－１
０，对于珚犢－犿２犻－烅烄烆 １

（１２）

　　式（１０）、式（１１）中的偏导数是在局部光学坐标
系下定义的，由式（１３）～式（１５）给出：


τ珔狓＝

１
β

珚狓 （１３）


τ珔狔＝

１
β

珔狔 （１４）


τ珔狕＝

１
β

珔狕 （１５）

式中：珚狓、珔狔、珔狕分别为局部坐标系下的狓、狔、狕轴
坐标。

２　高阶犘犖模型的二次开发
通过耦合偏微分方程组及其对应的边界条件，

通过数值建模实现了对高阶ＰＮ方法中辐射强度系
数的准确求解。对高阶ＰＮ模型的二次开发包括了
２个部分的内容：数值模型的建立、数值方程的
求解。
２．１　高阶犘犖数值模型建立

基于ＡＮＳＹＳＦｌｕｅｎｔ软件，采用有限体积法对
犖（犖＋１）／２个偏微分方程及其边界条件进行耦合
迭代求解。为了更加清晰地表示每个控制方程要求
解的目标变量，将式（６）、式（７）对应的球形谐波犢犿狀
表示为犢犻，将辐射强度系数犐犿狀表示为犻，标量符号
列表如表１所示。
　　通过代数形式的转化，可将式（６）、式（７）中犻
的二阶导数用拉普拉斯算子表示为
（犔狓狓＋犔狔狔－２犔狕狕）犮狀犿２犻＋犔狕狕犻－（１－ωδ１犻）犻＝
犮狀犿２!

２
τ犻＋（１－３犮狀犿２）犔狕狕犻－（１－ωδ１犻）犻

（１６）
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表１　控制方程中未知数的符号表示
犜犪犫．１　犇犲狀狅狋犪狋犻狅狀狊狅犳狌狀犽狀狅狑狀狊犻狀犵狅狏犲狉狀犻狀犵犲狇狌犪狋犻狅狀狊
犻 犻 犐犿狀 犢犻 犢犿狀
１ １ 犐００ 犢１ 犢００
２ ２ 犐－２２ 犢２ 犢－２２
３ ３ 犐－１２ 犢３ 犢－１２
４ ４ 犐０２ 犢４ 犢０２
５ ５ 犐１２ 犢５ 犢１２
６ ６ 犐２２ 犢６ 犢２２

　　式（６）、式（７）中不考虑拉普拉斯算子，将其余各
项整理为控制方程的源项犈犻，进一步得到

犈犻＝－（１－ω）δ１犻犐犫－（１－３犮狀犿２）犔狕狕犻＋

∑
犖２

犼＝１，犼≠犻
犳犼（犔犼） （１７）

式中：犳犼为其余除犻之外对应的二阶算子。
由于ＡＮＳＹＳＦｌｕｅｎｔ软件给出的边界条件只能

以第一类边界条件的形式自定义输入。而ＰＮ的边
界条件是第三类边界条件，需要对边界条件的数值
模型进行重新构建，进行向第一类边界条件形式的
转化，以适配后续的ＵＤＦ接口。首先将式（１０）、
式（１１）表达为
犙·犐＋犙珔狓·犐τ珔狓＋犙珔狔·

犐
τ珔狔＋犙珔狕·

犐
τ珔狕＝犐狑狆（１８）

式中：犙为辐射强度系数犐犿狀对应的系数矩阵；犙珔狓，
犙珔狔，犙珔狕为／τ珔狓，／τ珔狔，／τ珔狕各自对应的系数矩
阵；犐为辐射强度系数犻矩阵；狆为常数系数矩阵。

在计算出系数矩阵中的所有元素后，通过在
式（１８）左右两边同时左乘犙－１，可以将辐射强度系
数矩阵犐分离出来，设犻为矩阵的行索引，ＰＮ模型
的第三类边界条件标准形式为

犻＋犣犻，犻犻τ珔狕＝δ１犻犐狑－

∑
犖２

犼＝１，犼≠犻
犡犻，犼犼τ珔狓＋犢犻，犼

犼
τ珔狔＋犣犻，犼

犼
τ珔［ ］狕 （１９）

犡＝犙－１·犙珔狓
犢＝犙－１·犙珔狔
犣＝犙－１·犙珔
烅
烄

烆 狕

（２０）

　　将式（１９）中的法向导数采用一阶格式离散，
得到


珔狕犫

＝犫－犮犱犆犫 （２１）
式中：犱犆犫为正交网格的面中心犫与相邻单元中心犆
之间的距离。

最终，将式（２１）代入式（１９），可以整理出边界面
处犻犫的表达式，至此完成了第三类边界条件向第一
类边界条件的转换。

２．２　高阶犘犖数值模型求解
ＡＮＳＹＳＦｌｕｅｎｔ软件是目前适用范围较广，发

展相对成熟的可视化商用ＣＦＤ软件之一。因此，基
于ＡＮＳＹＳＦｌｕｅｎｔ软件，利用其提供的ＵＤＦ，并配
合ＵＤＳ和ＵＤＭ等接口，将上述ＰＮ模型嵌入ＡＮ
ＳＹＳＦｌｕｅｎｔ软件中。图２绘制了ＰＮ模型在ＡＮ
ＳＹＳＦｌｕｅｎｔ软件上的实现方法和计算流程。

图２　ＰＮ模型在ＡＮＳＹＳＦｌｕｅｎｔ软件上的计算流程
Ｆｉｇ．２　ＣａｌｃｕｌａｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓｏｆｔｈｅｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎｏｆＰＮｍｏｄｅｌｉｎ

ＡＮＳＹＳＦｌｕｅｎｔｓｏｆｔｗａｒｅ
　　计算的流程可以分为：

（１）模型的初始化。在ＡＮＳＹＳＦｌｕｅｎｔ软件中
进行ＵＤＳ变量的申请和参数的初始化，利用ＵＤＦ
接口函ＤＥＦＩＮＥ＿ＯＮ＿ＤＥＭＡＮＤ，在初次迭代前使
用它在ＡＮＳＹＳＦｌｕｅｎｔ软件中“按需”执行ＵＤＦ来
计算与几何相关的系数矩阵并储存在边界面的Ｆ＿
ＵＤＳＩ中，以供在后续计算边界条件ＤＥＦＩＮＥ＿
ＰＲＯＦＩＬＥ宏中使用。
　　（２）ＵＤＳ梯度定义及计算。利用ＵＤＦ接口函
ＤＥＦＩＮＥ＿ＡＤＪＵＳＴ计算ＵＤＳ变量的一阶梯度及二
阶交叉梯度，在每次迭代前调用。

（３）ＡＮＳＹＳＦｌｕｅｎｔ软件中求解默认方程组。
该过程ＡＮＳＹＳＦｌｕｅｎｔ软件进行默认方程组的迭代
求解，包括连续性方程、湍流方程、温度方程、组分方
程等。

（４）标量运输方程的求解。为了计算单个单元
格真实源项，使用宏ＤＥＦＩＮＥ＿ＳＯＵＲＣＥ计算，并将
该值返回给求解器。对于扩散项来说，宏ＤＥＦＩＮＥ＿
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ＤＩＦＦＵＳＩＶＩＴＹ用来指定用户定义的标量（ＵＤＳ）传
输方程的扩散系数，它只计算单个单元格的扩散系
数，并将实值返回给求解器。使用ＤＥＦＩＮＥ＿ＰＲＯ

ＦＩＬＥ可以定义自定义边界或单元格区域条件，设
置适当的边界面值。各项表达式及在ＵＤＳ中对应
的宏如表２所示。

表２　方程中各项在犃犖犛犢犛犉犾狌犲狀狋软件的定义
犜犪犫．２　犇犲犳犻狀犻狋犻狅狀狅犳犲狇狌犪狋犻狅狀狋犲狉犿狊犻狀犃犖犛犢犛犉犾狌犲狀狋狊狅犳狋狑犪狉犲

项目 表达式 在ＵＤＳ中对应的宏
扩散项 犮犿狀２

β ＤＥＦＩＮＥ＿ＤＩＦＦＵＳＩＶＩＴＹ

源项 犈犻＝－（１－ω）δ１犻犐ｂ－（１－３犮狀犿２）犔狕狕犻＋∑
犖犻

犼＝１，犼≠犻
犳犼（犔犼） ＤＥＦＩＮＥ＿ＳＯＵＲＣＥ

边界面值 犻犫 ＤＥＦＩＮＥ＿ＰＲＯＦＩＬＥ

　　（５）迭代判断。如果ＵＤＳ达到设置的收敛标
准，计算结束；否则，返回步骤２开始新一轮迭代
过程。

３　模型验证与结果分析
３．１　与犃犖犛犢犛犉犾狌犲狀狋软件中犘１模型的对比

为了对比开发的Ｐ３模型与ＡＮＳＹＳＦｌｕｅｎｔ软
件自带的Ｐ１模型在辐射传热计算精度方面的区
别，选取一个一维平板进行辐射传热计算和对比。
算例１为均质辐射介质，平板上下边界为黑体冷壁
面，温度设置为３００Ｋ，中间为均质高温介质，温度

为１２００Ｋ。ＲＴＥ的求解选用ＡＮＳＹＳＦｌｕｅｎｔ软件
自带的Ｐ１模型和开发的Ｐ３模型，并且以一维平板
的精确解［６］为基准进行对比。为了展示ＰＮ方法在
不同光学厚度下的性能，算例１展示了３个不同光
学厚度（τ＝１０、１、０．１）下的计算入射辐射强度的计
算结果。除此之外，还计算了平板中心处的辐射强
度的空间分布。ＰＮ法的辐射强度的空间分布是通
过式（２）来重建的。将得到的辐射强度在单位空间
立体角下进行４π积分，可以得到入射辐射犌。不同
光学厚度下的入射辐射和中心辐射强度空间分布的
计算结果如图（３）～图（５）所示。

（ａ）τ＝１０时入射辐射 　　 （ｂ）τ＝１０时中心辐射强度角分布
图３　τ＝１０时一维均质平板的ＰＮ数值解与精确解对比

Ｆｉｇ．３　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓａｎｄｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｓｂｙＰＮｆｏｒ１Ｄｓｌａｂｅｘａｍｐｌｅｗｉｔｈｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｍｅｄｉｕｍｆｏｒτ＝１０

（ａ）τ＝１时入射辐射 　　 （ｂ）τ＝１时中心辐射强度角分布
图４　τ＝１时一维均质平板的ＰＮ数值解与精确解对比

Ｆｉｇ．４　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓａｎｄｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｓｂｙＰＮｆｏｒ１Ｄｓｌａｂｅｘａｍｐｌｅｗｉｔｈｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｍｅｄｉｕｍｆｏｒτ＝１
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（ａ）τ＝０．１时入射辐射 　　 （ｂ）τ＝０．１时中心辐射强度角分布
图５　τ＝０．１时一维均质平板的ＰＮ数值解与精确解对比

Ｆｉｇ．５　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓａｎｄｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｓｂｙＰＮｆｏｒ１Ｄｓｌａｂｅｘａｍｐｌｅｗｉｔｈｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｍｅｄｉｕｍｆｏｒτ＝０．１

　　τ＝１０时，由Ｐ１模型计算得到的入射辐射强度
在边界处与精确解略有偏差，Ｐ３模型则给出了基本
与精确解一致的结果。而平板中心的辐射强度角分
布无论是Ｐ１模型还是Ｐ３模型都和精确解的计算
结果相吻合，这是因为在大的光学厚度条件下，辐射
强度的角空间分布趋于各向同性，低阶球形谐波函
数即可准确表示其角空间的分布。当光学厚度减小
至１时，Ｐ１模型在预测入射辐射时会产生较大误
差，Ｐ３模型则比Ｐ１模型有显著提升。在小的光学
厚度下，辐射强度的角空间的分布趋于各向异性，而
Ｐ１模型预测的中心辐射强度角分布是各向同性的，
不能准确描述辐射强度的角空间分布。通过增加
ＰＮ的阶数则可以提高ＰＮ法的精度，因此Ｐ３模型
预测的辐射强度分布则更加准确。如果进一步将光
学厚度减小至０．１，辐射强度表现出高度的各向异
性特点，无论Ｐ３模型还是Ｐ１模型都会有较大误
差，但Ｐ３模型始终比Ｐ１模型更趋近于精确解。
　　算例２以文献［１３］中的二维几何平板进行同参
数的数值模拟计算，计算对象为一个边长为１ｍ的
正方形几何平板，假设边界为黑体冷壁面。方形平
板中辐射介质的辐射特性的公式为

４π犐ｂ＝４π［１＋５狉２（２－狉２）］ （２２）
κ＝犆犽［１＋３．７５（２－狉２）２］ （２３）

狉２＝狓２＋狔２，－１≤狓≤１，－１≤狔≤１
（２４）

式中：κ为吸收系数，ｍ－１。
　　辐射强度和吸收系数沿平板对角线的分布如
图６所示。
　　通过对吸收系数乘以一个常数项犆犽改变光学
厚度的大小，来展示不同光学厚度下的计算结果。
犆犽分别取０．１和１．０分别代表了光学厚度较小和
较大的情况。由于高维辐射传热计算没有可参考的

图６　对角线的辐射特性分布
Ｆｉｇ．６　Ｒａｄｉａｔｉｖｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓａｌｏｎｇｔｈｅｄｉａｇｏｎａｌ

解析解，二维和三维计算结果的对比验证则以在
ＯｐｅｎＦＯＡＭ平台下开发的ＰＭＣ方法［１７］的计算结
果作为参考基准。图７给出了犆犽＝１时的计算结
果，Ｐ１模型能够较准确地预测入射辐射在平板内部
的分布，在边界上有较大误差，而Ｐ３模型的计算结
果几乎和ＰＭＣ方法的计算结果无明显差异。当
犆犽＝０．１时，即光学厚度较小的情况下，如图８所
示，Ｐ１模型和Ｐ３模型的计算结果都与ＰＭＣ法产
生较大差距，但Ｐ３模型的计算结果比Ｐ１模型有较
大提升。
３．２　火焰辐射传热计算

为了进一步验证模型的准确性，选取了Ｓａｎｄｉａ
Ｄ火焰［１８］的稳态数值模拟场进行了辐射热损失的
计算和对比。ＳａｎｄｉａＤ火焰是甲烷空气射流火焰，
主要辐射介质包括烧气体产物ＣＯ２、Ｈ２Ｏ和ＣＯ。
火焰的压力为１ｂａｒ。ＳａｎｄｉａＤ火焰模拟过程和结
果详见文献［１９］，温度和各气体组分质量分数如
图９所示。
　　在ＡＮＳＹＳＦｌｕｅｎｔ软件计算时，ＲＴＥ的求解采
用其自带的Ｐ１模型和开发的Ｐ３模型。为了避免
光谱模型对计算结果的影响，计算中光谱模型均采
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图７　犆犽＝１条件下二维非均质平板入射辐射
Ｆｉｇ．７　Ｉｎｃｉｄｅｎｔｒａｄｉａｔｉｏｎｉｎａ２Ｄｎｏｎｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｆｌａｔｐｌａｔｅｕｎｄｅｒ

ｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｏｆ犆犽＝１

图８　犆犽＝０．１条件下二维非均质平板入射辐射
Ｆｉｇ．８　Ｉｎｃｉｄｅｎｔｒａｄｉａｔｉｏｎｉｎａ２Ｄｎｏｎｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｆｌａｔｐｌａｔｅｕｎｄｅｒ

ｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｏｆ犆犽＝０．１

（ａ）温度 　 （ｂ）ＣＯ２质量分数 　 （ｃ）Ｈ２Ｏ质量分数 　 （ｄ）ＣＯ质量分数
图９　ＳａｎｄｉａＤ火焰温度、各气体组分质量分数分布图

Ｆｉｇ．９　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｏｆｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ，ｍａｓｓｆｒａｃｔｉｏｎｓｏｆｇａｓｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓｏｆＳａｎｄｉａＤｆｌａｍｅ

用以普朗克平均吸收系数为基准的灰体模型。在该
火焰中，选取轴向位置（狕＝０．１、１．０、１．４ｍ）进行对
应的辐射热损失

!

·狇计算结果的采样，结果如
图１０所示。通过比较Ｐ１模型、Ｐ３模型与ＰＭＣ法
的结果，可以看出，Ｐ３模型在火焰的各个位置的计

算结果均明显优于Ｐ１模型，随着阶数的增加，辐射
热损失更接近于ＰＭＣ法的结果，Ｐ３模型相比于Ｐ１
模型，对辐射热损失的计算在不同火焰位置均有所
提升。

（ａ）狕＝０．１ｍ （ｂ）狕＝０．２ｍ （ｃ）狕＝０．３ｍ
图１０　ＳａｎｄｉａＤ火焰的３个轴向位置（狕＝０．１、０．２、０．３ｍ）基于不同ＲＴＥ方法计算出的辐射热损失分布比较

Ｆｉｇ．１０　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｒａｄｉａｔｉｖｅｈｅａｔｌｏｓｓｅｓｆｏｒＳａｎｄｉａＤｆｌａｍｅｃａｌｃｕｌａｔｅｄｂａｓｅｄｏｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔＲＴＥｍｅｔｈｏｄｓａｔｔｈｒｅｅａｘｉａｌｌｏｃａｔｉｏｎｓ
（狕＝０．１，０．２，０．３ｍ）
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　　开发的高阶Ｐ３模型也可以降阶为Ｐ１模型使
用，其精度虽然与ＡＮＳＹＳＦｌｕｅｎｔ软件内嵌的Ｐ１
模型一致，但为了保证模型的通用性，其计算效率有
所降低。表３展示了３种ＲＴＥ方法所需的中央处
理器（ＣＰＵ）耗时，所有的计算都是在一个２．１０
ＧＨｚＩｎｔｅｌ（Ｒ）Ｘｅｏｎ（Ｒ）５２１８Ｒ的处理器上完成的。
由表２可以看出，开发的Ｐ１模型比ＡＮＳＹＳＦｌｕｅｎｔ
软件内嵌的Ｐ１模型的计算效率要低。随着阶数从
１增加至３，所需求解的偏微分方程也由１个增加至
６个，但由于６个偏微分方程之间是强耦合的，计算
相同算例的ＣＰＵ时间并不是呈线性增加的。针对
本算例，开发的Ｐ３模型的计算时间是Ｐ１模型的１０
倍多。

表３　不同求解方法所需的犆犘犝计算时间
犜犪犫．３　犆犘犝狋犻犿犲犮狅狊狋狊狉犲狇狌犻狉犲犱犳狅狉犱犻犳犳犲狉犲狀狋犿犲狋犺狅犱狊

单位：ｓ
ＲＴＥ方法 ＣＰＵ计算时间
Ｐ１（内嵌） ０．４４２
Ｐ１ １．６２１
Ｐ３ １７．５６２

４　结论
开发适用于ＡＮＳＹＳＦｌｕｅｎｔ软件的高阶球形谐

波法辐射模型，以提高其在预测复杂几何和光学较
薄条件下的辐射传输计算精度为目标。主要结
论为：

（１）基于球形谐波法求解辐射传输方程的基本
原理，给出了高阶ＰＮ模型的控制方程和边界条件
的数值表达形式。然后，通过构建用户自定义函数，
实现了模型方程组和边界条件的耦合求解，并且完
成了与ＡＮＳＹＳＦｌｕｅｎｔ软件接口的适配，开发了适
用于该平台的高阶（Ｐ３）球形谐波法辐射传输方程
求解模型。

（２）通过一维、二维和火焰的二维轴对称算例
的计算结果表明，与ＡＮＳＹＳＦｌｕｅｎｔ软件自带的Ｐ１
模型相比，开发的Ｐ３模型能够更准确地预测辐射
强度的角空间分布和辐射传热量。Ｐ３模型相比于
Ｐ１模型，对火焰辐射传热的计算也有明显改进，随
着球形谐波法阶数的增加，辐射热损失计算结果更
接近准确的光子蒙特卡罗法解。

提供了在商用ＣＦＤ软件中实现高阶球形谐波
法辐射模型的数值方法，为后续研究奠定了基础，也
为类似复杂耦合方程组和第三类边界条件的数值求
解提供了参考。
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