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ABSTRACT： In order to improve the accuracy of multi-
harmonic detection，this paper improves the multi- component
spectral superposition algorithm， and proposes a unified
calculation formula for arbitrary inter- harmonics near the
harmonic wave based on the higher order equation of one
variable Vieta theorem. Firstly，the spectral leakage values near
the fundamental and harmonic waves after multiple inter-
harmonic DFTs are vectorially superimposed to obtain the inter-
harmonic correlative equations. Secondly， according to the
unified calculation formula，the complex equations are solved
and the estimated frequency of inter- harmonics is obtained.
Finally，the amplitude and phase of each frequency is obtained
by combining the estimated frequency with the initial hypothesis
signal. The experimental examples show that the proposed
method can accurately identify multiple inter- harmonics near
the base wave and harmonic wave，and effectively solve the
limitation of the number and type of inter- harmonics in the
traditional detection and identification of inter-harmonics.
KEY WORDS：Harmonic；detecting inter- harmonics；main
lobe interference；fast Fourier transform；equation of higher
degree
摘要：为提高多组非对称间谐波的检测精度，对多分量频谱

叠加算法加以改进，基于一元高次方程韦达定理，提出了对

基波及谐波附近多个非对称间谐波的统一计算公式。首先

将多个间谐波 DFT 后在基波及谐波附近的频谱泄露值进行

矢量叠加，得出间谐波相关方程组；然后根据统一计算公式

求解该复杂方程组，得出间谐波估计频率；最后结合估计频

率和初始假设信号，能够得到各个频率对应的幅值及相位。

实验算例表明，该间谐波检测方法能准确识别基波及谐波附

近的多个非对称间谐波，能够有效解决传统检测识别间谐波

时对间谐波存在个数及类型的限制。

关键词：谐波；间谐波检测；主瓣干扰；快速傅里叶变换；高次

方程求解

随着我国大力推进能源改革，风电、光伏等分布

式新能源得到了迅速发展，其引入了大量诸如整流

器、逆变器、SVG、UPFC 等电力电子元件，使得传统

电网非线性负载数量增多。系统运行时，非线性负

载的电感与回路中的电容引起铁磁谐振，极易在基

波及谐波附近产生间谐波[1]。系统中间谐波的含量

直接影响了系统及受端设备的稳定运行，增加了滤

波装置的复杂程度，造成大量间谐波损耗的同时也

为继电保护的可靠动作带来了挑战。此外，间谐波

如果造成次同步振荡将会对设备造成严重损坏，对

电力系统造成难以估量的损失[2]。因此，正确检测电

力系统信号中间谐波的成分在当下环境中尤为重要。

目前，国内外已经开展了许多关于间谐波检测

的研究。研究比较成熟且应用广泛的基于傅里叶变

换的谐波及间谐波检测，该算法利用傅里叶变化，获

取与谐波及间谐波有关的频率、幅值、相位等参数，

再通过评估方法进行检测。在此基础上也衍生出了

一系列改进方法。单峰谱线插值算法计算简单，但

仅考虑了单个间谐波的检测，适用范围较小，当基波

及谐波附近出现多个间谐波时识别失效。传统的加
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窗插值算法仅在检测单个间谐波或多个相距较远

的间谐波时分辨较好，当间谐波相距较近时，受间

谐波频谱泄露、栅栏效应和主瓣干涉的影响，识别

会出现较大误差 [3-4]。文献[5]中提出改进的多峰谱

线插值算法，但同样不能解决相距较近的多个间谐

波的检测问题。此外，还有结构简单、跟踪能力强

的 Adaline 方法，但此方法需要提前知道间谐波的

个数频率，具有较大的局限性[6-7]。通过分解信号进

行识别的传统小波 EMD 算法，无法从根本上解决

频谱混叠问题，并且无法准确识别高次频率的间谐

波[8]。prony 算法虽对精度有较高的识别度，但对噪

声较为敏感[9-10]。

当下存在方法均在精确检测多相近间谐波问

题上存在局限。本文主要针对这一问题，基于对称

单峰谱线插值算法，构建了基波和谐波附近多个非

对称简谐波求解模型，提出了一种基于高次方程求

解的间谐波频谱叠加算法。在采用 IEC 推荐的 10
周期采样长度的测量标准下，利用 DFT 对信号进行

以 5 Hz 为分辨率的频谱分析；其次各分量将在不同

谐波处泄露的频谱幅值进行矢量叠加，建立与间谐

波的相关方程组，通过该方程组得出与各间谐波相

关的参数；最后，结合预设的初始信号表达式得出

最后间谐波的各项成分含量。该方法无需提前识

别信号中所含间谐波的个数，且对间谐波的存在形

式无特定要求，具有较好的普适性。经仿真及实验

验证，该方法能够在 IEC 规定的采样标准下较准确

地对基波及谐波附近的间谐波进行识别和检测。

1 单峰谱线插值算法原理

1.1 单峰谱线插值算法的基本原理

单峰谱线插值算法是通过间谐波附近频谱泄

露的幅值加权，解出待求间谐波的频率，从而进一

步求得间谐波幅值、相位的算法[11-13]。

电力系统中离散采样后信号可表示为式（1）：
y(n) =∑

i = 1

M

Ai cos(2π fi
fs
n +φi) （1）

式中：M为信号中含有不同频率的个数；fs为采样频

率；fi, Ai, φi分别为对应分量的频率、幅值、相位；n=
0，1，2，⋯，N-1（N 为总采样点数）。

利用 DFT 对该信号进行傅里叶变换后有

式（2）：

Y(k) = 1
N∑n = 0

N - 1
y(n)e-j2πk n

N （2）
式中：k=0，1，2，⋯，N-1。

利用欧拉公式对式（1）进行展开，并代入式（2）
可得式（3）：
Y(k) =∑

i = 1

M [ 12N Aiejφi
sin[π(k - fi /Δf )]sin[π(k - fi /Δf )/N] e

-jN - 1
N

π(k - fi /Δf ) +
12N Aie-jφi

sin[π(k + fi /Δf )]sin[π(k + fi /Δf )/N] e
-jN - 1

N
π(k + fi /Δf )] （3）

式中：Δf为频率分辨率，Δf = fs /N。

忽略负频点处的旁瓣影响，则有式（4）：
Y(k) =∑

i = 1

M 12N Aiejφi
sin[π(k - fi /Δf )]sin[π(k - fi /Δf )/N] e

-jN - 1
N

π(k - fi /Δf )
（4）

由于采样点通常远大于 1，利用等价无穷小替

代式（4）可变为式（5）：
Y(k) =∑

i = 1

M 12π Aiejφi
sin[π(k - fi /Δf )]

k - fi /Δf e-jN - 1
N

π(k - fi /Δf )
（5）

考虑到实际采样过程中，对谐波进行同步采样

的难度很大，因此所求频率 fx通常不落在离散谱线

频点上。利用单峰谱线插值算法，即对于单个间谐

波在基波和谐波处的泄漏频谱谱线，如果知道最大

泄露频率幅值|Y(k1)|和次最大的泄露频率幅值|Y(k2)|，
且有k2 = k1 + 1，即有式（6）：

|Y(k1)||Y(k2)| ≈
k2 - fx /Δf
fx /Δf - k1 （6）

化简后可根据式（7）推导得出所求间谐波的频

率 fx。

fx =(k1 + |Y(k2)||Y(k1)| + |Y(k2)|)Δf （7）
若有k1 = k2 + 1，推导过程同上。

1.2 对称双间谐波插值检测基本原理

单峰谱线插值算法能在存在单个间谐波时，准

确快速地计算出待求间谐波的频率值，从而得出间

谐波的各项参数。但当存在多个间谐波时，尤其是

当两个间谐波相距较近时，由于存在频谱泄露和主

瓣干涉现象，导致离散谱线频点上的频率幅值为各

间谐波泄露频谱的叠加，如图 1 所示。

此时，即便采样同步时，传统的单峰谱线插值

算法也无法把相互干涉的间谐波分离，难以得到准

确的间谐波频率。为此，采用间谐波的频谱叠加算

法来改进传统的单峰谱线插值算法。该算法基本

思路是通过各离散谱线频点构建方程组，通过求解

孙名扬，等：基于改进频谱叠加算法的多间谐波检测方法 Vol.38 No.302
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方程组得到各间谐波的相关参数。

图1 多个间谐波泄露频谱图
Fig.1 Main lobe interference schematic of

Inter-harmonics

由式（5）可知，单个间谐波的泄露频谱可表示

为

Y(k) = 12π Axejφx
sin[π(k - fx /Δf )]

k - fx /Δf e-jN - 1
N

π(k - fx /Δf )
（8）

即

Y(k) = Cx

Dx

（9）

Cx = 12π Axejφx sin[π(k - fx /Δf )]e-jN - 1
N

π(k - fx /Δf )
（10）

Dx = k - fx /Δf （11）
式（9）表明，频率为 fx的间谐波在基波或谐波

k0Δf、(k0 + 1)Δf处的泄露频谱值分别为

Y(k0) = Cx,k0

Dx

（12）

Y(k0 + 1)= Cx,k0 + 1
Dx + 1 （13）

当采样点数N足够大时，Cx的值与k无关，则式

（12）、式（13）可简化为

Y(k0) = Cx

Dx

（14）
Y(k0 + 1)= Cx

Dx + 1 （15）
选取关于基波或谐波点对称的频点。利用频

谱叠加算法，即离散谱线频点处的谱线幅值为各间

谐波泄露谱线幅值的叠加列出方程组。由于谱线

幅值可通过 DFT 直接获得，通过求解方程组可获得

与间谐波有关参数Cx、Dx的值，进一步即可计算出

所求间谐波的频率。

至此，虽然单个间谐波或对称间谐波对的检测

问题得到了很好解决，然而，现实情况中多组非对

称间谐波共存才是常态。如何准确检测多组非对

称间谐波共存电信号，本文提出了基于高次方程求

解的间谐波频谱叠加算法。

2 基于高次方程求解的间谐波频谱
叠加算法

2.1 基波/谐波附近存在单个间谐波

基频同步采样前提下，基波/谐波仅在自身频率

处存在频谱值，不会产生频谱泄露现象。此时，基

波/谐波的频谱值为

Y′(k0) = Y(k0) + A （16）
式中：A为基波/谐波自身频率的频谱值；k0为表征基

波/谐波频率的参数。

由于基波/谐波附近频率Y(k0 + 1)、Y(k0 - 1)不受

基波/谐波频谱泄露的影响，间谐波 fx在各附近频率

处频谱值满足以下关系：

■

■

■

||
||

Y(k0 - 1)= C
Dk0 - 1

= C
Dk0

- 1
Y(k0 + 1)= C

Dk0 + 1
= C
Dk0

+ 1
（17）

式中：C = 12π AxejφxH(k - fx /Δf )；Dk0
= k0 - fx /Δf。

由方程组（17）可以求出C、Dk0
，进而待求间谐波

在基波/谐波处的频谱值可由式（18）求得。

Y(k0) = C
Dk0

（18）
通过排序法得出Y(k0 + 1)、Y(k0)、Y(k0 - 1)大小后，

利用 1.1 节所述单峰谱线插值算法即可得出所求间

谐波 fx的频率。

最后代入原表达式（3），可求出各频率的幅值

和相位。

2.2 基波/谐波附近存在多个间谐波
实际工程运用中，2.1 节中所阐述的单间谐波

情况并不常见，往往同时存在多个距离相近的间

谐波[14]。

传统频谱叠加算法在计算时存在很多限制，因

此识别上限通常为两个间谐波对。构建求解多个

间谐波的统一模型在工程中具有实际意义，通过求

解该模型，可解决对间谐波种类及数量的限制问

题，具体模型如下所示。

当存在N个间谐波时，基波/谐波附近2N个频点

处的频谱值可表达如下：

03
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■

■

■

|

|

|

|
||
|

|

|

|

|

|

|

|
||
|

|

|

|

Y(k0 -N) = C1
D1 -N +…+ Ck

Dk -N +…+ CN

DN -N
⋮

Y(k0 - 1)= C1
D1 - 1 +…+ Ck

Dk - 1 +…+ CN

DN - 1
Y(k0 + 1)= C1

D1 + 1 +…+ Ck

Dk + 1 +…+ CN

DN + 1
⋮

Y(k0 +N) = C1
D1 +N +…+ Ck

Dk +N +…+ CN

DN +N

（19）

由于解此方程组较为复杂，可将方程组简

化为

A·B =C （20）
式中：A、B、C的表达分别为式（21）—式（23）。

分解后的矩阵相乘格式具有以下特征：

1）矩阵 B的前 N个元素只与参数 D相关。

2）当参数 D 已知时，矩阵 B的后 N 个元素是参

数 C的相关线性组合。

B =

■

■

|

|

|

|

|

|

|

||
|
|

|

|

|

|

|
■

■

|

|

|

|

|

|

|

||
|
|

|

|

|

|

|
D1D2…DN

∑
i = 1

N D1D2…DN

Di⋮
D1 +D2 +…+DN⋮

∑
i = 1

N

Ci∑
k =CM

N - 1
∏Dm…L…Dn

（22）

C =[(-k)NY(k)] （23）
通过一元高次方程的韦达定理可知，对于任意

一个 N 次方程∑Aixi，其全部 N 个根xi有如下 N 个

表达式[15]：

式（24）所示方程组的左侧与上述矩阵 B 表达

式吻合，为简化方程在此假设A(0)= 1，可以得出该特

定一元 N 次方程的 N 个系数。

该特定方程得出的 N 个解为上述矩阵 B 中 N

个参数 D 的值，再代入矩阵 B 的剩余式中，即可求

解关于 C 的线性方程组。

■

■

■

|

|
||
|

|

|

|
||
|

|

∑xi =(-1)1 A(1)A(0)
∑xixj =(-1)2 A(2)A(0)

⋮
∏xi =(-1)n A(n)A(0)

（24）

最后通过 2.1 小节中所提的方法可得出所求信

号的所有频率及所对应的幅值和相位。

2.3 间谐波的幅值/相位求解

如 1.1 节式（5）所示：

Y(k) =∑
i = 1

M 12π Aiejφi
sin[π(k - fi /Δf )]

k - fi /Δf e-jN - 1
N

π(k - fi /Δf )
（25）

式（25）对原始信号进行了假设，通过 1.1、1.2
节可以求得各间谐波的频率值。结合式（5）和左侧

各离散频谱点处的相量，选取并求解适当个数的方

程，即可得到各间谐波所对应的Aiejφi值。该式子的

模长为对应间谐波的幅值，角度为所对应的相位。

3 算例分析

为验证本文提出算法的有效性和可推广性，设

置如下算例。首先验证了本文提出的基于高次方程

求解的间谐波频谱叠加算法在传统对称间谐波情况

下依然适用，其次验证了本文提出算法能解决现实

情况中多组非对称间谐波共存的电信号，并从频率、

幅值、相位等不同维度详细分析了算法检测误差。

算例中采取的是 IEC 推荐的 10 周期采样长度

的测量标准，采样频率 fs为 3 200 Hz，采样点数为

640 点，频率分辨率Δf为 5 Hz[16]，信号中存在一组间

谐波对，各成分含量如表 1 所示。

表1 存在一组间谐波对的实验信号成分含量表
Table 1 Table of signal component content of the

experimental signal containing a set of inter-harmonic

频率/Hz
50
45.7
54.3

幅值/%
100
3
3

相位/(°)
60
45
45

A =

■

■

|

|

|

|

|

|
||
|

|

|

|

■

■

|

|

|

|

|

|
||
|

|

|

|

-(-N)0Y( -N) -(-N)1Y( -N) … -(-N)N - 1Y( -N) (-N)0 (-N)1 … (-N)N - 1

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
-(- 1)0Y( - 1) -(- 1)1Y( - 1) … -(- 1)N - 1Y( - 1) (-1)0 (-1)1 … (-1)N - 1

-10Y(1) -11Y(1) … -1N - 1Y( - 1) 10 11 … 1N - 1

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
-N 0Y(N) -N1Y(N) … -NN - 1Y(N) N 0 N1 … NN - 1

（21）
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表 1 中的实验信号为基波和分布在其附近的

一对间谐波，此类分布为工程中常见情况，具有实

际工程意义。

针对包含一组间谐波对的电信号采用传统的

FFT 算法进行识别，其识别内容从频率识别、幅值识

别和相位识别三个维度展开，结果如表 2 所示。

表2 存在一对间谐波对的实验信号传统FFT分析结果
Table 2 The analysis of the experimental signal
containing a pair of inter-harmonic signals by the

traditional FFT method

频率/Hz
49.8
43.95
52.73

幅值/%
100.428
2.082
2.076

相位/(°)
30.06
-16.74
106.55

根据实验结果可以得出，传统 FFT 对基波的识

别能力明显比对间谐波识别能力强，其对基波频率

识别误差控制在 0.4%，对基波幅值识别误差控制在

0.428%，而对基波相位识别的误差较大，相差接近

一倍。此外，传统 FFT 对间谐波的识别结果收效甚

微，其频率识别的误差分别飙升为 3.98%和 2.89%，

幅值识别的误差之大较难应用于工程实践，分别为

30.6%和 30.8%，相位识别误差更大。

采用本文所提出的间谐波算法对原模拟信号

进行检测，得到识别信号的间谐波的频率、幅值、相

位参数，同时结合原信号进行误差分析，得出的实

验结果如表 3 所示。

表3 存在一对间谐波对的实验信号本文算法分析
结果及其误差

Table 3 The analysis results and errors of the
experimental signal containing a pair of inter-
harmonic signals using the proposed algorithm

频率/Hz
100
45.70
54.30

频率误差

0
0
0

幅值/%
100.01
3.025
3.000

幅值误差

1.00×10-4

8.33×10-3

0

相位/(°)
59.82
44.88
44.99

相位误差

3.00×10-3

2.67×10-3

2.22×10-4

由表 3 可知，本文算法能对基波及谐波附近的

一对间谐波对进行准确识别，对于一对间谐波对的

频率估计几乎零误差，幅值和相位误差都可降低至

0.1%数量级。实验结果表明，对于工程中常见的存

在一对间谐波对的情况，本文提出的算法能进行高

精度识别。

为进一步验证本算法的可推广性，本文还设置

了基波/谐波附近存在多个间谐波的场景，该信号各

成分含量如表 4 所示。

表4 存在四个间谐波的实验信号成分含量表
Table 4 Table of component content of the experimental

signal containing four inter-harmonics

频率/Hz
100
85.5
97.9
104.5
115.7

幅值/%
100
3
2.5
3
5

相位/(°)
60
30
60
120
120

实验中的信号为二次谐波和分布在其附近的

多个临近间谐波，频率、幅值、相位设置参照实际电

弧炉信号进行设置[17-20]，具有现实意义。

针对包含四个间谐波的电信号采用传统的 FFT
算法进行识别，其识别内容从频率识别、幅值识别

和相位识别三个维度展开，结果如表 5 所示。

表5 存在四个间谐波对的实验信号传统FFT分析结果
Table 5 The analysis results of the experimental signal

containing four inter-harmonics by the traditional
FFT method

频率/Hz
96.68
79.1
90.82
99.61
111.33

幅值/%
98.819
2.508
2.001
2.193
4.723

相位/(°)
59.69
100.02
172.89
-146.64
122.15

根据实验结果可以得知，相比前一组实验，传

统 FFT 对基波频率的识别误差已经从 0.4%增加至

3.32%，其相对误差量飙升 8 倍。从幅值的维度观

察，其识别误差从 0.428%增加至 1.181%，相对误差

为原来的 2.76 倍。因此，可以推断当间谐波信号的

个数增加后，传统的 FFT 算法对基波的识别能力也

有了显著的下降。

此外，当间谐波信号个数增加后，传统 FFT 算

法对间谐波的识别能力数据支撑如下。传统 FFT
对间谐波的识别结果误差依然很大，其频率识别的

误差分别为 7.48%、7.23%、4.68%和 3.78%，相比前

一组实验的 3.98%和 2.89%，依然没有得到改善。

其幅值识别误差分布在 5%~27%不等，但都在 5%
以上；与此同时，其相位识别误差分布在 1.79%到

222.2%不等，波动较大，难以应用于工程实践。可

以推断当间谐波信号的个数增加后，传统的 FFT 算

法对间谐波的识别能力也并没有得到改善。

综上，无论是在仅有一组间谐波对的情况下，
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还是存在多个间谐波时，传统的 FFT 对基波和间谐

波的识别能力都十分有限。

实验采用本文所提出的宽频谐波检测算法对

包含多间谐波的原模拟电信号进行检测，得到识别

信号的间谐波的频率、幅值、相位参数，同时结合原

信号进行误差分析，得出的实验结果如表 6 所示。

表6 存在四个间谐波的实验信号成分含量表
Table 6 Table of component content of the experimental

signal containing four inter-harmonics

频率/Hz
100
85.48
98.22
104.61
115.69

频率误差

略

2.34×10-4

3.27×10-3

1.05×10-3

8.64×10-5

幅值/%
99.275
2.996
2.898
2.927
5.440

幅值误差

7.25×10-3

1.33×10-3

3.40×10-2

2.43×10-2

8.80×10-2

相位/(°)
59.95
30.74
62.03
117.02
122.32

相位误差

8.33×10-4

2.47×10-2

3.38×10-2

2.48×10-2

1.93×10-2

其中本文算法与 FFT 算法针对频率检测的误

差对比图如图 2 所示。

图2 不同算法误差对比图
Fig.2 Comparison of errors of different algorithms

根据图 2 可知，针对当下电力系统中广泛存在

的含有间谐波的电信号，本文算法的频率检测误差

远远小于传统 FFT 算法的频率检测误差。

此外，由表 6 可知，本文算法能对基波及谐波

附近的间谐波进行准确识别，其准确度表现不仅仅

局限于频率检测，还包括幅值检测、相位检测等不

同维度。对于四个间谐波频率误差可降低至 0.1%
数量级，幅值和相位误差都可降低至 1%数量级，相

比传统 FFT 得到显著改善。

与此同时，相比前一组实验只有一组间谐波

对，本实验对于包含多个间谐波的电信号进行三个

维度的准确识别也证明了本文提出的统一模型和

算法具有较好的普适性，能在工程实际中推广。

不可忽视的一点是，随着间谐波个数的增加，

算法的准确度略有降低，这是由于方程解随着解方

程组个数增加而更加敏感的性质所导致的。因此

在实际运用中需加以考虑。

4 结语

本文提出了基于改进频谱叠加算法的多间谐

波检测方法，此方法能够较为精确地分离出相距较

近的基波及谐波附近的多个非对称间谐波，能较好

解决传统频谱叠加算法对检测间谐波的存在个数

和分布限制等问题。根据实例验证，该算法模型统

一，计算快速，结果精确，能够较好满足实际工程中

对间谐波检测的要求。

但方程的求解过程存在固有偏差，本文所提算

法的精度随着识别间谐波个数的增加而降低，在实

际运用需考虑对频率误差进行修正。
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