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不对称工况下模块化多电平换流器稳定性分析的矩阵降维
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摘要：模块化多电平换流器 (MMC)在对称工况下的建模与稳定性分析已经得到了广泛关注。实

际工程中的 MMC 会处于不对称运行工况，如桥臂电感不对称、交流侧电压不对称等，不对称工况

下的导纳建模与稳定性分析需要进一步展开研究。目前，考虑系统多频耦合的导纳模型与定量的

导纳降维方法是不对称工况稳定性分析的难点。因此，文中主要建立了适用于不对称工况的

MMC 导纳模型，并对适用于 MMC 不对称工况下小扰动稳定性分析的矩阵降维方法展开研究。该

降维方法基于导纳矩阵的向量范数，适用于“黑箱”系统及各种不对称工况，可定量评估各阶导纳矩

阵的降维误差量。以中国鲁西背靠背异步联网工程广西侧为例，通过 PSCAD/EMTDC 电磁暂态

仿真验证了所建模型的准确性及所提降维方法在多种不对称工况下的适用性。
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0 引言

模 块 化 多 电 平 换 流 器（modular multilevel 
converter，MMC）是一种具有较多优点的电压源型

换流器（voltage source converter，VSC），如输出波形

质量好、损耗低和故障处理能力强等。因此，常被用

于高压直流（high-voltage direct current，HVDC）输

电中［1-2］。

如今国内外多个在运 MMC-HVDC 工程出现

了小扰动失稳问题，严重影响到系统的安全稳定运

行［3-6］。因此，已有大量学者对 MMC-HVDC 端口等

效阻抗/导纳的精准建模展开了研究［7-10］。文献［7］
采用坐标变换消去了静止坐标系下主电路方程的时

变特性，建立的 MMC-HVDC 交流阻抗模型等同于

两电平 VSC，可用线性时不变（linear time invariant，
LTI）模型对系统稳定性进行分析；文献［8］基于线

性周期时变（linear time periodic，LTP）模型，采用谐

波状态空间（harmonic state space，HSS）法建立了考

虑 MMC 内部动态的交流阻抗模型；文献［9-10］关

注频率耦合效应，采用多谐波线性化的方法建立

MMC-HVDC 端口导纳矩阵模型。

上述 MMC-HVDC 交流侧端口阻抗/导纳建模

均关注对称工况，然而实际工程可能存在三相电网

电压不对称［11］、网侧阻抗不对称［12］、桥臂电感不对

称［13］等不对称工况。因此，有必要对不对称工况下

MMC-HVDC 的交流侧导纳模型进行准确建模，同

时适用于不对称工况的小扰动稳定性分析方法也需

要进一步研究。

不对称工况下，MMC-HVDC 会产生多个频率

的谐波相互耦合现象［14］，不对称工况下的 MMC-

HVDC 阻抗建模工作已得到一定关注。文献［15］
采用谐波线性化方法建立了不对称运行工况下并网

逆变器的阻抗，并进行了稳定性分析，然而谐波线性

化法相比基于矩阵运算的 HSS 法，虽然模型精度没

有明显差异，但当模型推广至更高阶次谐波时，多谐

波线性化过程将更加耗时且容易产生误差［16］；文献

［17］采用 HSS 法建立不对称工况下系统阻抗的同

时，基于矩阵对角占优原理将 MMC 多入多出阻抗

矩阵降阶后进行稳定性分析，但其所考虑的控制未

包含负序电流控制与正负序分离环节；文献［18］建

立了单相短路和单相断线两种极端不对称工况下的

MMC-HVDC 阻抗模型，但其控制环节忽略了功率

外环的影响，即未考虑外环控制所导致的频率耦合

效应对系统小扰动稳定性的影响［9-10，19］。

对称与不对称工况下的小扰动稳定性分析方法

也存在差异［20］。对称工况下 MMC 仅存在一对镜像
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频率耦合。因此，对称工况下对 MMC 进行建模时，

常常仅考虑镜像频率耦合分量［21-22］，且在 MMC 稳

定性分析时认为采用 2×2 的双输入双输出（double-

input double-output，DIDO）导纳矩阵描述端口小扰

动特性并进行稳定性分析已经能够保持较高精

度［9-10，23］，即对称工况下进行稳定性分析时导纳矩阵

可以降维为一个 2×2 矩阵。不对称工况下，MMC-

HVDC 导 纳 呈 现 为 多 入 多 出（multi-input multi-
output，MIMO）的高阶导纳模型，理论上，系统中有

无穷阶的谐波响应。因此，MIMO 导纳模型也应是

一个无穷阶的矩阵。在不对称工况下，MMC 呈现

多频耦合的特性，一个 DIDO 导纳矩阵难以描述其

端口小扰动特性。因此，需要建立不对称工况下

MMC-HVDC 的 MIMO 导纳模型。同时，为对不对

称工况下的 MMC 进行稳定性分析，应关注 MIMO
导纳矩阵的降维。虽然理论上采用广义奈奎斯特判

据（generalized Nyquist criterion，GNC）可以判断不

对称工况下 MMC-HVDC 的稳定性，但难以对系统

的稳定裕度指标进行量化处理［24］，且较高阶的矩阵

采用 GNC 还需要考虑能否得到数值解等问题［17］。

关于矩阵的降维，文献［25］利用 H∞范数量化矩阵降

维前后的误差，确定降维的合理性；文献［26］利用

LTP 系统特征指数分析的结果来判断降维后 HSS
模型的准确性，将 HSS 无穷阶矩阵降阶为十阶矩

阵，但缺少量化指标；文献［17］利用对角矩阵占优原

理，将 MIMO 阻抗降阶为 DIDO 阻抗进行稳定性分

析，但没有对系统不对称程度适中工况下对角矩阵

占优原理的适用性进行仿真验证。综上所述，基于

目前已有的研究，本文在不对称工况下考虑符合实

际工程的 MMC-HVDC 完整控制，建立能够在宽频

带内准确刻画交流侧导纳的 MIMO 模型，并探究能

够定量描述 MIMO 导纳矩阵降维误差的方法，以适

应更广泛不对称场景下的小扰动稳定性分析。

考虑到现有不对称工况下 MMC-HVDC 小扰

动稳定性分析的难点，本文主要创新点如下：首先，

考虑与实际工程模型一致的完整控制结构，精准刻

画不对称工况下的多频耦合现象，对不对称工况下

MMC-HVDC 的 MIMO 导纳模型进行建模；然后，

针对不对称工况下小扰动稳定性分析问题，提出了

基于向量范数的矩阵降维方法，定量衡量了矩阵降

维的误差，明确了所提方法在各种不对称工况下的

小 扰 动 稳 定 性 分 析 适 用 性 ；最 后 ，在 PSCAD/
EMTDC 中通过电磁暂态仿真验证了本文工作在实

际工程模型上的适用性。

1 不 对 称 工 况 下 MMC-HVDC 多 频 耦 合

现象

当 MMC 处于不对称工况时，系统会产生多个

频率之间的相互耦合，即当交流侧注入频率为 fs 的

正序电压扰动时，在公共耦合点（point of common 
coupling，PCC）处除了响应频率为 fs 的正序电流扰

动和频率为 fs - 2f1（f1 为工频）的负序电流扰动外，

还会产生频率为 fs ± kf1（k 为整数）的多频耦合谐波

分量。

不对称工况下，通过在 PCC 注入频率为 681 Hz
的电压扰动，测量 PCC 交流电压波形进行快速傅里

叶变换（fast fourier transform，FFT）的结果，如附录

A 表 A1 所示。从表 A1 可以得出，响应电流出现多

频耦合现象，主要集中在 581 Hz 和 681 Hz，481 Hz
和 381 Hz 也出现了响应电流，但其幅值远小于主要

的镜像频率（581 Hz 和 681 Hz）。观察主要的镜像

频率三相电流幅值与相位可以发现，幅值出现了明

显的不对称，而相位也不再是严格的正负序关系，这

说明不对称工况下系统除了存在频率耦合效应外，

还存在序间耦合效应。此时，对称工况下准确描述

交流侧端口的 DIDO 导纳模型不再适用，需要建立

能 够 刻 画 不 对 称 工 况 下 存 在 多 频 耦 合 现 象 的

MIMO 导纳模型。

选用经典 MMC 拓扑结构，如图 1 所示。图中：s
为复数频率；uj和 ij分别为交流侧 j相电压和电流，其

中，j=a，b，c；udc 为直流侧电压；Lt 为换流变漏感；kt

为换流变压器变比；Rarm和 Larm分别为桥臂电阻和电

感；up
a 和 un

a 分别为 a 相上、下桥臂电压；ip
a 和 in

a 分别为

a 相上、下桥臂电流；np
a 和 nn

a 分别为 a 相上、下桥臂的

调制系数；C 为桥臂电容值；up，sum
c，a 和 un，sum

c，a 分别为 a 相

上 、下 桥 臂 电 容 电 压 和 ；O 点 为 PCC；N ' 点 为 中

性点。
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图 1　MMC 拓扑结构
Fig. 1　Topology of MMC
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根据图 1 的 MMC 拓扑结构与完整控制环节对

MMC-HVDC 不对称工况下 MIMO 导纳进行建模。

2 不对称工况下 MMC 导纳建模

本章以图 1 所示的 MMC 拓扑结构为例，采用

HSS 法，考虑完整主回路、控制环节和调制环节，对

不对称工况下 MMC 的 MIMO 导纳模型进行建模，

此建模方法适用于多种不对称工况。然后，对桥臂

电感不对称、交流电网电压不对称和网侧阻抗不对

称 3 种不对称工况进行验证。

2. 1　主回路建模

考虑图 1 所示电路结构及桥臂动态后，在稳态

点附近进行轨迹线性化，得到 MMC 主回路 HSS 模

型如下：
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（1）

式中：Δ 表示小扰动量；i com
j 、i diff

j 和 u com
j 、udiff

j 分别为由

上下桥臂电流和电压确定的 j 相共模、差模电流和

电压；up，sum
c，j 和 un，sum

c，j 分别为 j 相上、下桥臂电容电压

和；n p
j 和 n n

j 分别为 j 相上、下桥臂的调制系数；udc 为

直流侧电压向量；u j 为交流侧 j 相电压向量；AHSS
Maincircuit

为系数矩阵。主回路建模具体推导见附录 B 式

（B1）至式（B5），AHSS
Maincircuit 具体形式见式（B6）。本文

各变量矩阵形式表示时域变量转入频域后经过傅里

叶级数展开得到的 HSS 矩阵，对于系统中的周期性

时变环节（如 Park 变换矩阵等），其 HSS 矩阵为

Toeplitz 矩阵，而对于系统中的时不变线性控制器

（如电流内环控制比例 -积分（PI）环节等），其 HSS
矩阵为由频率平移构成的对角矩阵。

2. 2　控制回路建模

本文考虑的控制回路由锁相环（phase locked 
loop，PLL）控制、有功/无功外环控制、正/负序电流

矢 量 控 制 及 环 流 抑 制 控 制（circulating current 
suppression control，CCSC）四部分组成。完整控制

框图见附录 B 图 B1。
由于 MMC-HVDC 控制环节与交流侧电压 uj、

电流 ij 关系紧密，本文将各环节的控制回路模型表

示成各个控制回路输出关于 Δuj、Δij 的谐波传递函

数（harmonic transfer function，HTF）形式。

PLL 控制关于交流侧电压、电流的 HTF 如下：
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（2）
式中：上标“g”表示电网坐标系下变量；ΔθPLL 为 PLL
输出扰动量；G+

PLL 为基频正序 PLL 的 HTF；HPLL ( s )
为与 PLL 的比例 -积分（PI）环节传递函数有关项；

G+
1u 和G+

2 分别为与稳态电压和 Park 变换有关项。

根据同步参考坐标系锁相环（SRF-PLL）控制

结构，不难得到电压正序 Park 变换的 HTF 如下：
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式中：上标“c”表示控制坐标系下的变量；ud 和 u q 分

别为电压的 d、q 轴分量。式（3）可以推广为其余三

相分量转到 dq 轴的基频正序 Park 变换。例如，想得

到三相电流转移到 dq 轴的基频正序 Park 变换方程，

只需将等号右边的第 2 项（小扰动三相交流电压）改

为小扰动三相交流电流，等号左侧输出改为 dq 轴电

流即可，并以稳态电流相关项 G+
1i 替代 G+

1u，基频负序

与二倍频负序变换符号以此类推。式（2）、式（3）详

细推导过程见附录 B 式（B7）至式（B13）。

同样，可以给出有功/无功外环控制关于 Δuj、

Δij的 HTF 如下：
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式中：Δi *vd 和 Δi *vq 分别为功率外环输出的 d、q 轴分

量；GP，I、GP，U 和 GQ，I、GQ，U 分别为计算有功和无功功

率时用到的电流、电压稳态下的分量；Gpq 为功率外

环 PI 环节。外环控制 HTF 详细推导过程见附录 B
式（B14）和式（B15）。

负序电流内环控制是 MMC 重要的控制环节，

负序电流内环的投入在实际工程中还可能影响系统

的谐振稳定性［27］。然而，不对称工况下的 MMC 建

模研究中却鲜有提及正/负序分离环节与负序电流

控制。正序电流内环关于 Δuj、Δij的 HTF可表示为：
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式中：GInvPark和 Tdq，inv分别为与负序 Park 变换相关的

HTF 和 Park 逆变换矩阵，具体形式见附录 B 式

（B13）；θPLL，0 为基频正序相位；Gni、Gci、Gcf 分别为与

电流内环 PI 环节、解耦环节和电压前馈环节有关

的 HTF；Gcsd 为与正/负序分离环节有关的中间变

量，具体形式见式（B16）。正/负序电流内环控制

HTF 详细推导过程见附录 B 式（B16）至式（B22）。

考虑到式（1）中主回路建模采用了共模电流，本

文 CCSC 的 HTF 采用 Δuj与小扰动下的共模电流表

示，式（6）所示 CCSC 的 HTF 详细推导过程见附录

B 式（B23）至式（B25）。

[ ]Δu c( 2 -)
cir，a Δu c( 2 -)

cir，b Δu c( 2 -)
cir，c

T =

■ ■ ■- -- -- -- -- -- ----- -- -- -- -- -- - -- -- -- -- -- ----- -- -- -- -- --(G 2N
InvParkG+

PLL + T 2N
dq，inv ( θPLL )G cirG 2 -

1i G+
PLL )

G 2 -
Cir，U

■

■

|

|
||
|
| ■

■

|

||
|
|

|Δug
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Δug
b

Δug
c

+

■ ■ ■- -- -- ----- -- -- - -- -- ----- -- --

1
2 T

2N
dq，inv ( θPLL )G cirG 2 -

2

G 2 -
Cir，I

■

■

|

|
||
|
| ■

■

|

||
|
|

|Δi com
a

Δi com
b

Δi com
c

（6）

式中：Δu c( 2 -)
cir，j 为 j 相环流抑制控制输出；G 2N

InvPark 和

T 2N
dq，inv 为与二倍频负序 Park 逆变换 G 2 -

1i 和 G 2 -
2 相关

的 HTF；二倍频 Park 变换相关的 HTF；Gcir 为与环

流抑制控制有关 HTF；θPLL 为 Park 变换中三角函数

角度矩阵。

2. 3　调制信号生成

上述控制环节构成了完整的 MMC 电流矢量控

制，其输出电压参考值通过调制得到各相各桥臂的

调制系数，完整的 MMC 控制如附录 B 图 B2 所示。

根据 MMC 桥臂调制系数可以得到其小扰动下

上、下桥臂调制系数扰动量 Δn p
j 和 Δn n

j 如下：
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（7）
式中：G p

n，U、G p
n，I、G p

n，cirI、G n
n，U、G n

n，I、G n
n，cirI 为中间变量，

具体形式见附录 B 式（B26）至式（B28）。

将考虑完整控制得到的调制系数与考虑桥臂动

态的主回路建模式（1）联立，考虑直流侧扰动为 0，
同 时 根 据 图 1 所 示 电 流 方 向 和 差 模 电 流 Δi diff

j =
0.5Δi j ，可得 Δi j、Δu j 之间的关系如式（8）所示。其

中，矩阵中省略号表示 Δu j 到除 Δi j 外其余自变量

的传递函数，由于本文只关注导纳元素，故省略

号部分传递函数不再展开说明。
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|
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（8）

式中：Y HSS
j 为 MMC 的 MIMO 导纳矩阵；BHSS

All 为中

间变量，具体形式见附录 B 式（B29）。为验证上述

推导的正确性与适用性，在 PSCAD/EMTDC 中采

用鲁西背靠背异步联网工程广西侧模型进行验证，

系统主回路参数与控制环节系数如附录 A 表 A2、表
A3 所示，考虑 3 种不对称工况：电网电压不对称、桥

臂电感不对称与网侧阻抗不对称。

图 2 为桥臂电感不对称工况下的三相自导纳理

论值、扫描值验证与三相扫描值对比。此时，a 相上

下桥臂电感为 0.3 H；bc 相上下桥臂电感为 0.104 H。

由于 MIMO 导纳的 HSS 模型中包含较多元素，除图

2 外，本文仅给出电网电压不对称情况下的镜像频

率耦合导纳与网侧阻抗不对称情况下的自导纳验证

结果，如附录 C 图 C1 和图 C2 所示。频率扫描结果

与 理 论 建 模 值 吻 合 良 好 ，验 证 了 不 对 称 工 况 下

MMC 的 MIMO 导纳建模正确性。

3 HSS 矩阵降维

3. 1　系统不对称程度分析

文献［17］将三相序阻抗通过坐标变换转移至

α ± jβ 轴下，其变换矩阵如下：
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■
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| ■
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■

■

|
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||
|
| ■

■
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||
|
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|1 1
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a a2

a = ej 2
3 π

（9）
式中：Tabc/αβ 为 Clark 变换矩阵；T 3s/2s 为 abc 轴转移到

α±jβ 轴的变换矩阵。

需要注意式（9）中的矩阵 T3s/2s 并不可逆，只是

将两个矩阵相乘可以得到一个 2×2 的单位矩阵，因

此记为以上形式。α±jβ 轴下的导纳可以反映相同

频率、不同相序间导纳关系。因此，将式（8）中的序

导纳矩阵转移到 α±jβ 轴得到 Y α ± jβ，进行矩阵降维

和稳定性分析，如式（10）所示。
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Y α ± jβ = T 3s/2sY HSS
j T -1

3s/2s = ■
■
|||| ■

■
||||Y PP

αβ Y PN
αβ

Y NP
αβ Y NN

αβ

（10）

式中：Y PP
αβ 和 Y NP

αβ 分别为 α ± jβ 轴下正序电流与正

序电压、负序电流与正序电压之间的导纳矩阵，Y NN
αβ

和Y PN
αβ 同理。由于序导纳矩阵已经过验证，经式（9）

变换后的 α±jβ 轴下导纳不再给出进一步验证。

第 1 章中提到相同频率、不同相序下出现的序

间耦合是不对称工况区别于对称工况的显著特点，

根据式（10）中 α±jβ 轴下导纳，定义反映不对称工

况下序间耦合强度的指标序间耦合系数（sequence 
coupling coefficient，SCC）SCC 如下：

SCC = 20 lg ( )|Y PP，( n，n )
αβ ( s ) |

|Y NP，( n，n )
αβ ( s ) |

（11）

式中：|Y PP，( n，n )
αβ ( s ) |和 |Y NP，( n，n )

αβ ( s ) |分别为当交流系统

注入频率为 fP1的电压扰动后，在 PCC 产生的频率为

fP1 的正序扰动导纳幅值和频率为 fP1 的负序扰动导

纳幅值；( n，n ) 表示取导纳矩阵的第 n 行、第 n 列元

素，即中心元素位置。两者相比可以表征频率为 fP1

的正序扰动电流幅值与频率为 fP1 的负序扰动电流

幅值的比值，序间耦合效应越强，产生的序间耦合分

量电流越大，|Y PP，( n，n )
αβ ( s ) |/|Y NP，( n，n )

αβ ( s ) | 越大；反之则

越小。因此，SCC 的物理意义可以明确反映系统序

间耦合效应的大小。

图 3 为 不 同 交 流 侧 电 压 不 对 称 程 度 和 不 同

PLL、功率外环、电流内环比例系数下 SCC 的宽频

带变换趋势。根据图 3（a），随着交流侧电压不对称

程度增加，SCC 曲线在宽频带内有明显上升，这与

预期一致，证明了 SCC 物理意义的正确性。根据图

3（b）至（d）可知，同样的交流电压不对称程度下，

PLL 比例系数对系统序间耦合现象几乎没有影响，

而功率外环与电流内环比例系数的上升会加剧系统

的序间耦合程度。

3. 2　向量范数

不对称工况下导纳矩阵理论上应是一个无穷阶

的 Toeplitz 矩阵，以其中的 a 相导纳Y a 为例，其形式

如下：
Y a =
■

■
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|
|
||
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|

|

|

|

|

|
■
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|
||
|

|
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|

|

|⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯ Y ( n - 1，n - 1 )
a ( s′ ) Y ( n - 1，n )

a ( s ) Y ( n - 1，n + 1 )
a ( s′′ ) ⋯

⋯ Y ( n，n - 1 )
a ( s′ ) Y ( n，n )

a ( s ) Y ( n，n + 1 )
a ( s′′ ) ⋯

⋯ Y ( n + 1，n - 1 )
a ( s′ ) Y ( n + 1，n )

a ( s ) Y ( n + 1，n + 1 )
a ( s′′ ) ⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
    （12）

式中：s′ = s - s1，s′′ = s + s1，其中，s1 = j2πf1。定义

每一列向量的 Euclidean 范数为 ||V（s0）||，其中，s0 =
s ± ks1，k 为任意整数。式（12）中的中心列向量范数

||V（s）||、除中心列外任意列向量范数 ||V ( s - 3s1 ) ||
及实际系统扫描值如图 4 所示。
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图 2　桥臂电感不对称工况下三相自导纳扫描验证
Fig. 2　Three-phase self-admittance scanning verification 

under asymmetric condition of bridge arm inductance
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根 据 图 4 可 知 ，对 于 任 意 列 向 量 范 数 有

||V ( s ) || = ||V ( s0 ) ||，故 下 文 采 用 中 心 列 向 量 范 数

||V ( s ) ||进行后续计算与分析。

3. 3　降维判据

假设希望将导纳矩阵截断为 k 阶，则记 k 阶的中

心列向量范数为 ||Vk（s）||，中心列向量剩余元素的向

量范数记为 ||VΔ（s）||。定义降维误差量 Δe ( s )如下：
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（13）

对 ||VΔ（s）||的无穷阶范数进行如下处理：
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（14）
式 中 ：λ 为 ||ξk + 2||/||ξk + 1|| 的 最 大 值 ，对 任 意 k 有

||ξk + 2||/||ξk + 1|| ≤ λ < 1。 假 设 λ < 1，经 过 验 证 在

MMC 的导纳矩阵宽频带范围内满足这一假设，理

论上 λ 应取 ||ξk + 2||/||ξk + 1|| 的最大值。然而，实际上

MMC 导纳矩阵是一个稀疏矩阵。因此，λ 取有限阶

内的最大值。

以降维误差量衡量矩阵降维的阶数，若降维误

差量小于某个阈值，则认为理论上无穷阶的导纳矩

阵可以降维为当前阶的矩阵并进行稳定性分析。本

文选取阈值为 0.2。从物理意义上看，当降维误差小

于 0.2 时，选取的降维矩阵所包含的信息是被截断

矩阵所包含信息的 5 倍，全频段内可以认为误差足

够小，若对某些频段有更精细和准确的要求，可以根

据应用场景的不同选取更小的降维误差量阈值。根

据交流侧电压不对称的不同程度，将其分为不对称

程度较强、不对称程度较弱和不对称程度适中 3 种

情况，对导纳矩阵进行降维并开展稳定性分析，进一
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步验证本文的降维方法。

3. 4　导纳矩阵降维

根据所定义的列向量范数与降维误差，可采用

如下两种判断降维阶数的方法：1）从 1 阶中心列向

量范数开始，不断增加降维阶数，当观察到中心列向

量范数开始收敛时，确定降维的阶数，此方法直观明

了，但无法定量分析；2）采用降维误差量定量分析

降维误差，当降维误差量小于阈值后，确定降维阶

数。下文同时采用两种方法互相验证。

3. 4. 1　 系 统 不 对 称 程 度 较 强 (序 间 耦 合 效 应 占

主导)
系统不对称程度较强时，序间耦合效应在宽频

带范围内占主导，频率耦合效应对系统导纳矩阵的

影响较弱。

图 5 为系统不对称程度较强下各阶导纳的向量

范数对比及降维误差量。由图 5（a）可知，1 阶、5 阶

与 9 阶的向量范数一致，即认为 1 阶的向量范数已经

收敛，初步判断当系统频率耦合效应较弱时，可以将

导纳矩阵降维为 1 阶矩阵。

根据式（13）、式（14）计算系统不对称程度较强

时的 1 阶降维误差，如图 5（b）所示。1 阶矩阵在宽频

带内的降维误差 Δe 远小于阈值 0.2，在宽频带内满

足降维条件。因此，根据范数的收敛性与降维误差，

在系统不对称程度较强、序间耦合效应占主导的情

况下，将无穷阶的导纳矩阵 Y PP
αβ 降维为 1 阶矩阵进

行后续稳定性分析。

3. 4. 2　 系 统 不 对 称 程 度 较 弱 (频 率 耦 合 效 应 占

主导)
系统不对称程度较弱的情况下，全频段内系统

频率耦合效应［9-10，23］远强于不对称工况导致的序间

耦合效应，各阶导纳的向量范数和降维误差如图 6
所示。根据图 6（a）可知，1 阶与 5 阶的向量范数有较

大差异，即 1 阶的向量范数还未收敛；5 阶与 9 阶的

向量范数在宽频带范围内基本一致，即认为 5 阶向

量 范 数 收 敛 ，初 步 判 断 导 纳 矩 阵 可 降 维 为 5 阶

矩阵。

根据式（13）、式（14）计算系统不对称程度较弱

的 1、5 阶降维误差，如图 6（b）所示。5 阶矩阵降维误

差在宽频段内远小于 1 阶矩阵降维误差，且 5 阶导纳

的降维误差 Δe 在宽频带内满足降维条件，即小于阈

值 0.2，而 1 阶矩阵降维误差在较宽频段大于阈值。

根据范数收敛性与降维误差，在不对称程度较

弱、系统频率耦合效应占主导的情况下，将无穷阶导

纳矩阵 Y PP
αβ 降维为 5 阶导纳矩阵进行后续稳定性

分析。

3. 4. 3　系统不对称程度适中

文献［17］提出了基于矩阵对角占优原理的降维

方法，在系统强不对称与弱不对称工况下均可以很

好地对系统小扰动稳定性进行分析，具有明确的物

理含义与参考意义。但对于不对称程度适中的工

况，系统在 α±jβ 域与 d±jq 域下均无法降维成 2×2
矩阵，文献［17］对于此工况的讨论较少。本文针对

此工况，分析本文所提降维方法的适用性。
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图 7 为系统不对称程度适中的工况下各阶导纳

的向量范数和降维误差。由图 7（a）可知，宽频带内

1 阶与 5 阶的向量范数一致，而特定频段（如 10~
20 Hz 和 80~90 Hz）内，向量范数有一定差异，即可

以认为 1 阶的向量范数在中高频已经收敛，可用于

中高频段的稳定性分析。

根据式（13）、式（14）计算系统不对称程度适中

时的 1、5 阶降维误差，如图 7（b）所示。宽频带内将

无穷阶导纳矩阵降维为 5 阶矩阵的截断误差与降维

为 1 阶矩阵的截断误差相比，1 阶矩阵降维误差在较

窄频段（10~20 Hz 和 80~90 Hz）内高于误差阈值，

其余宽频带范围内误差量都远小于误差阈值。因

此，若将降维误差量视为衡量指标，针对不对称程度

适中工况，若想实现包括次/超同步频段在内的全频

段精确小扰动稳定性分析，则将无穷阶导纳矩阵降

维为 5 阶矩阵。若考虑中高频段的小扰动稳定性分

析，将无穷阶导纳矩阵降维为 1 阶矩阵，也可以实现

对中高频段小扰动稳定性的分析且减少计算维度。

根据范数收敛性与降维误差，在不对称程度适

中工况下，将无穷阶导纳矩阵 Y PP
αβ 降维为 1 阶导纳

矩阵后进行后续稳定性分析。

根据上述 3 种工况的分析可知，本文所提方法

在多种工况下均能实现导纳矩阵的降维，且本文所

提矩阵降维方法基于系统外特性，可以直接通过电

磁暂态扫描结果得到系统各阶范数与降维误差，即

本文所提降维方法对“黑箱”状态下的模型也具有适

用性。

式（10）中 α±jβ 轴下的导纳矩阵其余元素可以

通过同样的方法进行降维，也可以对整个矩阵直接

进行降维：将中心列向量范数的定义扩展至所有块

矩阵中心列向量所组成矩阵的 Frobenius 范数，然后

通过同样的方法进行降维误差计算。

4 稳定性判断

对于 MIMO 系统，可以采用 GNC 判断系统的

稳定性，但难以对系统的稳定裕度指标进行量化处

理［24］，同时较高阶的矩阵采用 GNC 还需要考虑能

否得到数值解等问题［17］。因此，将 N 维的 MIMO 系

统等效为单输入单输出（SISO）系统进行稳定性判

断是常见的解决方法。当等效为 SISO 系统后的

MMC 阻抗和网侧阻抗幅值存在交点且交点处两者

相位差小于 180°，则认为系统稳定，反之失稳。

以下稳定性分析采用不对称工况如下：交流侧

同时存在正序电压与负序电压，随着负序电压占比

的增加，认为系统不对称程度上升，以此验证第 3 章

3 种情况下降维的导纳矩阵是否能够准确分析系统

稳定性。

考虑如图 8 所示网侧阻抗。图中：Cg 和 Lg 分别

为网侧电容和电感；Vg 为交流侧电压；R1 和 R2 为网

侧电阻，其参数设置见附录 A 表 A4。

4. 1　工况 1：系统不对称程度较强

根据第 3 章的矩阵降维判据，当系统不对称程

度较强时，可将式（10）中每一个矩阵块降维为 1 阶，

即当系统序间耦合效应占主导时，式（10）中的导纳

矩阵可被降维为一个 2×2 矩阵。将 2×2 维 DIDO
系统等效为 SISO 系统，本质上是对 2×2 矩阵求舒

尔补，其结果如式（15）所示。

Z MMC
α ± jβ = (Y MMC

α ± jβ )-1 =

( )Y PP，( n，n )
αβ ( s )- Y PN，( n，n )

αβ ( s )Y NP，( n，n )
αβ ( s ) Z α - jβ

g ( s )
1 + Y NN，( n，n )

αβ ( s ) Z α - jβ
g ( s )

-1

（15）
式中：Z MMC

α ± jβ 和 Y MMC
α ± jβ 分别为 MMC 单输入单输出的

等效阻抗和等效导纳；Z α - jβ
g ( s ) 为转移到 α - jβ 轴

后的网侧阻抗。
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分别取图 8 中 R 2 = 186 Ω 和 R 2 = 185 Ω，换流器

的等效阻抗与网侧阻抗的幅频特性如附录 C 图 C3
所示。根 据 图 C3 可 知 ，R2=186 Ω 时 ，全 频 段 内

换 流 器 等 效 阻 抗 与 网 侧 阻 抗 幅 值 相 交 于

1 386.99 Hz，当换流器等效阻抗与网侧阻抗幅值相

交时，两者相位差为 179.95°，接近临界稳定，但仍小

于 180°，满足系统稳定的相位裕度条件；R 2 = 185 Ω
时，全频段内换流器等效阻抗与网侧阻抗幅值相交

于 1 388.97 Hz，换流器等效阻抗与网侧阻抗幅值相

交时，两者相位差为 181.16°，大于 180°，系统越过临

界稳定变为不稳定，且谐振频率为 1 388.97 Hz。
为验证附录 C 图 C3 的结论，在电磁暂态模型中

设置如下电磁暂态仿真：初始时刻系统的延时设置

为 0 μs，t=1.5 s 时将系统控制链路延时由 0 μs 切换

回正常情况下的 400 μs，两次仿真过程 PCC 处 a 相

交流电压与控制链路延时切换后的 FFT 分析如图

C4（a）、（b）所示。由图 C4 的稳定性分析结果可知：

当 R2=186 Ω、控制链路延时阶跃后，系统维持稳定；

当 R2=185 Ω、控制链路延时阶跃后，系统发生谐振，

谐振频率为 1 390 Hz，符合图 C3 的分析。

根据本节分析与电磁暂态仿真结果，在系统不

对称程度较强情况下，导纳矩阵降维为 2×2 矩阵可

以准确对不对称工况下的 MMC 进行稳定性分析。

4. 2　工况 2：系统不对称程度较弱

根据第 3 章的矩阵降维判据，当系统不对称程

度较弱时，系统频率耦合效应较强，式（10）中每一个

矩阵块降维为 5 阶，导纳矩阵被降维为 10×10 矩阵。

以下将有限阶 MIMO 系统转化为等效 SISO 系

统，对于系统导纳有如下电流、电压关系：
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||
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||||Iαβ ( s )

Iαβ ，h

= ■
■
|||| ■

■
||||Y 2 × 2 A 2 × 8

B 8 × 2 C 8 × 8

■
■
||||

■
■
||||U αβ ( s )

U αβ ，h

U αβ ，h = [ ]U α + jβ ( s + 2s1 ) ⋯ U α - jβ ( s - 2s1 ) T

U αβ ( s )=[ ]U α + jβ ( s ) U α - jβ ( s ) T

Iαβ ，h = [ ]Iα + jβ ( s + 2s1 ) ⋯ Iα - jβ ( s - 2s1 ) T

Iαβ ( s )=[ ]Iα + jβ ( s ) Iα - jβ ( s ) T

（16）
式中：U αβ ，h、Iαβ ，h 和 U αβ ( s )、Iαβ ( s ) 分别为交流侧电

压、电流通过式（9）变换至 α + jβ 和 α - jβ 轴后的形

式。其余中间变量矩阵的具体形式见附录 B 式

（B30）。

对于网侧阻抗有：

-■
■
||||

■
■
||||U αβ ( s )

U αβ ，h

= ■
■
|||| ■

■
||||Z αβ，2 × 2 02 × 8

08 × 2 D 8 × 8

■
■
||||

■
■
||||Iαβ ( s )

Iαβ ，h

（17）

其中，各矩阵具体形式见附录 B 式（B31）。

联立式（16）与式（17），MIMO 系统 10×10 矩阵

中的所有元素信息都包含在Yeql，2×2中，即

Y eql，2 × 2 = Y 2 × 2 -[ A 2 × 8D 8 × 8 ( E 8 × 8 +
C 8 × 8D 8 × 8 )-1B 8 × 2 ] （18）

式中：E8×8为 8 阶单位矩阵。

通过求矩阵的舒尔补可得 Yeql，2×2 的等效 SISO
阻抗表达式如下：
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||
|
|
|

|
||
|
|
|

Y eql，2× 2 =■
■
|||| ■

■
||||Y eql，11 Y eql，12

Y eql，21 Y eql，22

Z MMC
α± jβ =(Y MMC

α± jβ )-1 = ( )Y eql，11 - Y eql，12Y eql，21 Z α- jβ
g ( s )

1+ Y eql，22 Z α- jβ
g ( s )

-1

（19）
需要注意，以上推导的 MIMO 到 SISO 等效方

法适用于任意有限阶矩阵的等效。

完成不对称程度较弱下 MIMO 到 SISO 的等效

后验证其正确性：网侧阻抗结构仍然如图 8 所示，分

别取图 8 中 R2=255 Ω 和 R2=235 Ω，换流器的等效

阻抗与网侧阻抗的幅频特性如附录 C 图 C5 所示。

由图 C5 可知，R2=255 Ω 时，全频段内换流器等效阻

抗与网侧阻抗幅值相交于 1 402.8 Hz，当换流器等

效 阻 抗 与 网 侧 阻 抗 幅 值 相 交 时 ，两 者 相 位 差 为

178.28°，接近临界稳定，但仍小于 180°，满足系统稳

定的相位裕度条件；R2=235 Ω 时，红色曲线为导纳

矩阵降维为 10×10 矩阵的 MMC 等效阻抗幅频特

性曲线，黑色曲线为导纳矩阵降维为 2×2 矩阵的

MMC 等效阻抗幅频特性曲线。从图中可以看出，

不同降维维度下等效的 MMC 阻抗幅频特性有明显

差异，2×2 矩阵的 MMC 等效阻抗幅值与网侧阻抗

幅值相交于 1 369.98 Hz，相位差为 177.46°，判断为

系统稳定，而 10×10 矩阵的 MMC 等效阻抗幅值与

网侧阻抗幅值相交于 1 397.7 Hz，相位差为 182.13°，
系统越过临界稳定变为不稳定系统，且谐振频率为

1 397.7 Hz。
为验证附录 C 图 C5 的结论，采用与 4.1 节一致

的电磁暂态仿真，两次仿真过程 PCC 处 a 相交流电

压 与 控 制 链 路 延 时 切 换 后 的 快 速 傅 里 叶 变 换

（FFT）分析如图 C6（a）、（b）所示。

由附录 C 图 C6 的稳定性分析结果可知 ，当

R 2 = 255 Ω 时，控制链路延时阶跃后，系统维持稳

定；而当 R2=235 Ω 时，电磁暂态仿真结果表明切换

延时后系统失稳，谐振的主要频率为 1 399 Hz，电磁

仿真结果验证了完整控制下将系统导纳矩阵降维为

10×10 矩阵进行稳定性分析的正确性。同时，也表

明若简单降维为 2×2 矩阵将会导致稳定性分析结

果有误。
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附录 C 图 C7 展示了不对称程度较弱下不同降

维矩阵的 MMC 等效阻抗。由图 C7 可知，2×2 矩阵

的等效阻抗与 10×10 矩阵等效矩阵有较大差异，而

10×10 矩阵等效阻抗与 18×18 矩阵等效矩阵除在

次/超同步频段有一定差异外，其余频段几乎一致，

证明了在不对称程度较弱的工况下，将导纳矩阵降

维为 10×10 矩阵并进行稳定性分析的合理性。

4. 3　工况 3：系统不对称程度适中

根据第 3 章的矩阵降维判据，当系统不对称程

度适中时，式（10）中每一个矩阵块降维为 1 阶，导纳

矩阵被降维为 2×2 矩阵，SISO 阻抗等效过程与 4.1
节一致，此处不再赘述。需要说明的是，虽然 3.1 节

中定义的序间耦合系数可以一定程度上表征系统不

对称程度，但如何划分系统强/弱/中不对称还没有

定量的结论，本文所述不对称程度适中工况是指文

献［17］中提到的在 d±jq 域与 α±jβ 域下均无法满

足分块对角占优性的工况。

网侧阻抗结构如图 8 所示，取 R2=187 Ω，网侧

阻抗与 SISO 换流器等效换流器阻抗幅频特性如图

9 所示。

由图 9 可知，全频段内，换流器等效阻抗与网侧

阻抗幅值相交于 1 388.36 Hz，当换流器等效阻抗与

网侧阻抗幅值相交时，两者相位差为 179.30°，小于

180°，系统稳定。对工况 3 进行电磁暂 态 仿 真 ，仿

真过程 PCC 处 a 相交流电压如图 10（a）所示，控

制链路延时切换后的 FFT 分析如图 10（b）所示。

由图 10 的时域仿真结果可知，延时阶跃后系统

稳定，与图 9 的理论分析一致，当 R2=175 Ω 时，网侧

阻抗与换流站 SISO 等效阻抗如图 11 所示。根据图

11 可知，换流器等效阻抗与网侧阻抗相交处相位差

为 182.94°，与图 9 相比，此时系统判据由稳定状态越

过临界稳定后判断为不稳定。同样，在 PSCAD/

EMTDC 中进行时域仿真测试，仿真过程 PCC 处 a
相交流电压如图 12（a）所示，控制链路延时切换后

的 FFT 分析如图 12（b）所示。

由图 12 的时域仿真结果可知，系统在延时阶跃

后发生谐振，谐振频率为 1 381 Hz，时域仿真与图 11
给出的判据结果相符。由两次时域仿真与理论分析

的结果可知，在不对称程度适中工况下，中高频段采

用 2×2 矩阵得到的 SISO 等效阻抗能够系统地对稳

定性进行准确判断，通过电磁暂态仿真验证了本文

所提降维方法在系统不对称程度适中工况下的适

用性。
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Fig. 10　Stability analysis results in condition 3 
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Fig. 12　Stability analysis results in condition 3
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附录 C 图 C8 展示了不对称程度适中下不同降

维矩阵的 MMC 等效阻抗。根据图 C8 可知，导纳矩

阵降维为 1 阶与降维为 5 阶在中高频范围内的 SISO
等效阻抗基本一致，而在次/超同步频段（10~20 Hz
和 80~90 Hz）内，1 阶与 5 阶 SISO 等效阻抗有较明

显的差异，与 3.4.3 节分析结果一致。

本章在交流电压不对称工况下，分不对称程度

较弱、较强、适中 3 种情况，提出了将 MIMO 系统等

效为 SISO 系统的计算方法。同时，根据第 3 章的矩

阵降维结果进行不对称工况下 MMC 稳定性分析。

结果表明，采用本文所提矩阵降维判据与等效方法

后能够实现多种不对称工况下导纳矩阵的降维与稳

定性分析。

5 结语

本文考虑 MMC-HVDC 完整控制，通过谐波状

态空间法建立了适用于多种不对称工况的 MMC 导

纳模型。同时基于向量范数，提出了适用于稳定性

分析的矩阵降维方法，得到如下结论：

1）本文建立了考虑多频耦合的 MMC 导纳模

型，计及功率外环、正负序电流内环、正负序分离环

节、PLL、CCSC、系统调制等因素，适用于多种不对

称工况下的谐振特性分析；

2）本文提出的两种矩阵降维方法基于系统外

特性，适用于“黑箱”系统，所提降维方法实现了对无

穷阶导纳矩阵的降维，降维得到的矩阵在多种不对

称工况下能够准确分析系统稳定性；

3）本文所提将 MIMO 导纳等效为 SISO 导纳的

计算方法，适用于任意有限阶矩阵，理论分析与电磁

暂态仿真结果一致，在多种工况下求得的 MMC 单

输入单输出等效阻抗可以准确分析系统谐振风险。

综上所述，本文所建立的导纳模型、提出的导纳

矩阵降维与等效 SISO 方法，适用于多种 MMC-

HVDC 不对称工况下的稳定性分析，对不对称工况

下 MMC 的矩阵降维和稳定性分析有一定的参考

意义。

附录见本刊网络版（http：//www.aeps-info.com/

aeps/ch/index.aspx），扫英文摘要后二维码可以阅读

网络全文。
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Matrix Dimensionality Reduction for Stability Analysis of Modular Multilevel Converters Under 
Asymmetric Conditions

WANG Juanjuan1，WANG Zehao1，2， LIU Yuekun1， FENG Junjie2，3， FU Chuang2

(1. School of Electric Power, South China University of Technology, Guangzhou 510641, China;
 2. State Key Laboratory of HVDC (Electric Power Research Institute of China Southern 

Power Grid Company Limited), Guangzhou 510663, China; 
3. State Key Laboratory of Advanced Electromagnetic Technology (Huazhong University of Science

 and Technology), Wuhan 430074, China)

Abstract: The modeling and stability analysis of modular multilevel converter (MMC) under symmetric conditions has received 
extensive attention. In practical engineering, MMC might be in asymmetric conditions, such as asymmetric inductance of the 
bridge arm and asymmetric voltage on the AC side. The admittance modeling and stability analysis under asymmetric conditions 
need to be further studied. At present, considering the admittance model of the system with multi-frequency coupling and the 
quantitative admittance dimensionality reduction methods are the difficulties in the stability analysis of asymmetric conditions. 
Therefore, this paper mainly establishes the MMC admittance model suitable for asymmetric conditions, and studies the matrix 
dimensionality reduction method suitable for small disturbance stability analysis under MMC asymmetric conditions. The 
dimensionality reduction method is based on the vector norm of admittance matrix. It is suitable for “black box” system and various 
asymmetric conditions, and can quantitatively evaluate the dimensionality reduction error of the admittance matrix with each order. 
Taking the Guangxi-side model of Luxi back-to-back asynchronous grid-connection project of China as a case, PSCAD/EMTDC 
electromagnetic transient simulation is used to verify the accuracy of the proposed model and the applicability of the proposed 
dimensionality reduction method under various asymmetric conditions.

This work is supported by National Natural Science Foundation of China (No. 52277102) and National Key R&D Program of 
China (No. 2023YFB2405900).
Key words: modular multilevel converter; admittance modeling; asymmetric condition; matrix dimensionality reduction; stability
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