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摘要：本文以教与学优化算法(TLBO)解决在电力系统完全可观的条件下实现相量测量单元（PMU）下的配置问题。

TLBO 算法能够解决包括零注入量测和不包括零注入量测的 PMU 的优化配置。本文提出的算法在标准测试系统比如

IEEE-14 节点，IEEE-30 节点，IEEE-57 节点中测试，测试的结果与其他算法如遗传算法，二进制粒子群算法进行比

较。最后在量测配置使系统完全可观的情况下进行配电网的谐波状态估计，验证谐波状态估计的精度，进而验证本

文算法的有效性。 

关键词：教与学优化算法；相量量测单元；PMU 优化配置 

ABSTRACT: In this paper Teaching-Learning-Based Optimization Algorithm (TLBO) is presented for solving the problem 
of placement of phasor measurement units (PMU) optimally in a power system network for complete observability.The 
TLBO algorithm enables optimal PMU placement by zero injection measurements and also by not including zero injection 
measurements. The algorithm has been tested on standard test systems such as IEEE 14-bus, IEEE 30-bus, IEEE 57-bus and 
the results are contrasted with other optimization algorithms like Genetic Algorithm and Binary PSO. Finally, the harmonic 
state estimation of distribution network is carried out under the condition that the measurement configuration makes the 
system completely observable. The accuracy of harmonic state estimation is verified, and the validity of the proposed 
algorithm is verified. 

KEY WORD:  Phasor measurement units; Observability; Optimal placement;Teaching-Learning-Based Optimization; 
harmonic state estimation 

1 引言 

相量测量单元(PMU)产生同步相量、频率和

电压或电流的频率近似变化率和能够帮助提供

电力系统的广域快照的时间匹配信号 [1]。PMU
优化策略的发展可以帮助使电力系统充分可观

的同时并降低成本。本文的目的是确定 PMU 最

少的数量和最优的位置使系统具有拓扑可观性。 
近几年有各种确定和正在研究的方法用来

解决最优 PMU 配置 (OPP)问题。博弈演化算法

将寻 1找 PMU 最优配置方案的问题映射为理性

主体寻求自身利益最大化的博弈过程,PMU 最优

配置方案即对应于博弈中的纳什均衡解[2]。此外

还有 0-1 整数规划算法，分段迭代法等[3-7]。 
 
 

本文中,以教与学优化算法（TLBO）[8-9]为基

础对 IEEE14 节点、30 节点和 57 节点测试系统

PMU 配置进行了优化。对于所有测试系统，完

整的拓扑可观测性下的 PMU 最小数目计算。对

优化算法的实现需要进行了研究，它和计算计算

时间及其提供一致结果的能力有关系。本文第一

节描述了 PMU 的配置问题。构造和如何创建约

束以进行彻底系统的可观测性的分析。TLBO 方

法应用于 PMU 优化配置在第二节。第三节是谐

波状态估计的数学模型，第四节讨论了案列仿真

结果，第五节是本文的最终结论。 

2 PMU 配置的数学模型   

对于一个 n节点系统,定义 
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式中: m 表示 PMU 的个数; iω 表示在母线 i 安装

PMU 的成本,对于所有节点而言假设安装成本

是一样的; 1,2,...,i N= ; N 表示系统母线数。优化

问题解的维数等于电力系统母线数,并对每一维

的取值二进制编码,即每一维的取值只能是 0 或

1。当某一处母线安装了 PMU 时,其对应位置上

取 1。即二进制决策变量向量 X 可以定义如下: 
 

(2) 
 

考虑图 4.2 的 14 节点测试系统，节点 7 附

近的黑点表示节点 7 是一个零注入节点。 
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图 1 14 节点测试系统图 

Figure 1 14 node test system diagram. 

（1） 不包含零注入量测的情况。为了形成约

束集，二进制联通矩阵必须首先形成： 

,
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 14 节点构建的联通矩阵 A 如下： 

1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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对以上测试系统构建的约束如下： 
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加号表示逻辑或，大于等于号之后的 1 表示出现

在和式中的变量至少有一个是非零的。 
考虑以上案例中节点 1 和节点 2 的约束 

1 1 2 5

2 1 2 3 4 5

1
1

f x x x
f x x x x x
= + + ≥

= + + + + ≥
 

约束 1 1f ≥ 表示至少有一个 PMU 应该安装

在节点 1，2，和 5 中的任意一个节点所在的位

置以确保节点是可观的。同理， 2 1f ≥ 表示至少

有一个 PMU 应该安装在节点 1,2,3,4,和 5 中的任

意一个节点所在的位置以确保节点 2 是可观的。 
（2） 包含零注入量测的情况 

考虑图 1 所示的 14 节点标准测试系统，节

点 7 假设是一个零注入节点。如果节点 4,7,8,9
其中三个节点电压已知，第四个节点的电压可以

通过在节点 7 应用 KCL 定律估计出来。因此，

节点 7 各支路电流可以求得。基于这一结论，零

注入量侧节点可以和与它相连的任一节点合并。

节点 7 和节点 8 合并形成节点 8’节点，新形成的

图如下： 
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图 2 合并节点 7 和 8 之后 14节点测试系统图 

Fig.2 14 nodes test system diagram after merging 
nodes 7 and 8 
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3 改进 TLBO 的 PMU 优化配置步骤 

（1）“教学”阶段。一位好老师有助于提高

班级的平均分数，并试图使学生的知识达到教师

的水平。实际上，教师只能帮助把班级的平均水

平提高到某一限值，这一限值取决于全班同学的

学习能力。按照下式进行“教”： 
_ ( )i i new f iDifference Mean r M T M= × − ×   （6）                         

式中表示 iM 表示第 i 次迭代的平均值， iT 表

示在任意第 i 次迭代中所有学生中适应值最好

的，也就是老师。老师 iT 将会尽力去移动 iM 使

之接近自己的水平，则新的平均值是 newM ,用新

的平均值和过去的平均值之间的差去更新学生

的成绩。 fT 是教学因子，它决定平均值如何改变。

ir 是 0 和 1 之间的随机数， fT 的值取 1 或 2. 

   [1 (0,1)]fT round rand= +       （7） 

参考了粒子群算法中的线性递减惯性权重

的概念对教与学优化算法中的教学因子进行改

进，使其能够根据迭代次数进行自适应，既能在

搜索初期快速收敛，又能在搜索后期精确搜索。

改进后按下式生成： 

      max min
max

max

= f f
f f

T T
T T iter

iter
−

−      （8） 

式中: maxfT 和 minfT 分别为 fT 的最大值和最小值，

maxiter 为最大迭代次数， iter 为当前迭代次数。

根据下式更新解： 

    , , _new i old i iX X Difference Mean= +  （9） 

（2）“学习”阶段。学生将通过与教师互动

或者与其他学生互动来提高他们的知识。学生可

以任意地与其他学生以小组讨论、示范、正式互

动等方式进行互相学习。一个学生可以从其他知

识更加渊博的学生那里学到一些新的东西。对于

最小化问题，学习阶段更新公式如下： 

任意选择两个学生 iX 和 jX ，当 i j≠ 时 

( )
( )

,
,

,

( ), ( ) ( )

( ), ( ) ( )
old i i i j

new i
old i i j i

X r X X fitness i fitness j
X

X r X X fitness j fitness i
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(10)                  

（3）二进制 TLBO。在教学过程和学习过

程，每个学生的速度 iv 按如下公式计算。 

教学过程： ( )i new f ir M T M× − ×  

学习过程： ( )i j ir X X× −  

为了使 TLBO 能解决电力系统谐波量测

点PMU配置这种离散优化问题，在二进制TLBO
算法当中，当更新 PMU 的位置时，让速度方程

从零过渡到 1 或者从 1 过渡到 0，使得速度只能

取 0 或者 1。使用以下双曲正切函数实现： 

   exp( 2 ) 1
Tanh( )

exp( 2 ) 1

k
idk

id k
id

v
v

v

−
=
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      (11) 

位置更新方程可以如下公式代替： 
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4 基于 PMU 优化配置的谐波状态估计 

以节点谐波电压相量为状态变量，当量测量

为与节点相连支路的谐波电流相量时，量测方程

为：

( ) ( 1/ ) ( ) (1/ ) ( ) ( )i i ji ij ij iI h Y Z U h Z U h hη
• • •

= + − +  
(13) 

式中： )(hI i
•

为由节点 i 流入节点 i、j 之间支路

的 h 次谐波电流量测量， )(hU i

•
和 )(hU j

•

分别为

节点 i、j 侧的 h 次谐波电压状态量， )(hiη 为 h
次谐波作用下节点 i 处的量测误差；将节点 i、j
之间的支路等效为π形等值电路， iY 为接地支路

导纳， ijZ 为支路阻抗。当量测量为节点注入电

流相量时，量测方程为： 

)()()(
1

hUhYhI i

n

j

jiji η+=∑
=

••
         (14) 

式中： ijY 为节点导纳矩阵中对应节点 i、j 的分

块导纳矩阵元素，n 为系统所含节点数。当量测

量为节点谐波电压时，量测方程为： 
)()(1)( hhUhU iii η+×=          (15) 

根据量测量列写量测方程，忽略量测误差的

影响，则谐波状态估计的数学模型可表示为： 
Z HX=               (16) 

式中：表示 Z 为已知的量测向量， X 为待估计
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的状态向量，H 为表示二者之间关系的量测矩

阵。 

5算例分析 

仿真分析在 MATLAB (R2014a)当中实现，

将本章提出的教与学优化（TLBO）和遗传算法

（GA）和二进制粒子群（BPSO）算法进行比较。

执行算法的参数分别在表 4.1,.2,4.3 中给出。基

于 TLBO,GA 和 BPSO 的谐波量测点 PMU 优化

配置都分别涉及不包括零注入量测和包括零注

入量测两种情况。对于进行验证的所有测试系

统，量测点的数目和位置的优化结果分别在表

4.4,4.5,中给出。为了验证TLBO算法应用于PMU
优化配置的有效性，和 GA,BPSO 的比较分析如

图 4.3 所示。对于不包含零注入量测的 14 节点

测试系统，TLBO 只需要 5 次迭代，而 GA 需要

9次，BPSO需要20次。TLBO算法比GA和BPSO
算法收敛更快，是因为 TLBO 不需要参数的调

整，花费更少的时间。及时 PMU 的优化配置是

一个离线过程，收敛时间仍然是一个重要的因

素，尤其是对于大电网。 

表 1 遗传算法的参数 
Table 1 parameters used for GA 

染色体数目(群

体) 
40 

最大迭代次数 200 

交叉概率 0.9 

变异概率 
0.00

1 

表 2 二进制粒子群算法的参数 
Table 2 parameters used for BPSO 

粒子数目(群

体) 
100 

最大迭代次数 
100

0 

1 2,C C  2 

maxV  6 

表 3 教与学优化算法的参数 
Table 3 parameters used for TLBO 

学生人数(群

体) 

70 

最大迭代次数 20

0 

fT  
2 

表 4 不包含零注入量测的情况 

Table 4 excluding zero injection measurements 

测试 

系统 

PMU 的配置数目 PMU 优化的安装的节点位置 

BPS

O 

G

A 

TLB

O 

IEEE14

节点 

4 4 4 2, 6, 7, 9 

IEEE30

节点 

10 10 10 2, 4, 6, 9, 10, 12, 19, 23, 26, 30 

IEEE57

节点 

17 17 17 1, 4, 9, 20, 22, 25, 27, 29, 32, 

36, 41, 45, 46, 48, 51, 53, 57 

表 5 包含零注入量测的情况 

Table 5 including zero injection measurements 

测试 

系统 

PMU 的配置数目 PMU 优化的安装的节点位

置 BPS

O 

G

A 

TLB

O 

IEEE14 节

点 

3 3 3 2, 6, 9 

IEEE30 节

点 

7 7 7 3, 7, 10, 12, 18, 24,29 

IEEE57 节

点 

11 11 11 1, 13, 18, 19, 25,29, 32, 38, 

51, 54,56 

1 11 21 31 41 51 61 71 81 91 101 111 121 131 141 151 161 171 181 191
1

2

3

4

5

6

7

迭代次数

P
M

U

配
置

的
最

小
数

目

 

 
BPSO
TLBO
GA

 

图 3 IEEE14 节点测试系统不包括零注入测量 PMU 优

化配置各种方法的收敛特性的区别 

Figure. 3 the difference of the convergent 
characteristics of the various methods of PMU 

optimization placement not including zero injection 
measurement in IEEE14 node test system 

由于节点注入量测是完全的冗余量测，在
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PMU 的优化配置已使系统完全可观时，便不再

考虑注入量测[10]，因此本文仅以 PMU 所放置节

点的节点谐波电压相量和支路谐波电流相量作

为量测量，形成要进行处理的量测矩阵。表 6 是

由量测矩阵的秩和条件数确定的 PMU 所需获取

的量测量，由于量测量个数等于状态了个数，称

为基本量测；图 5、图 7 是冗余量测时，各节点

谐波电压幅值与相角的估计误差，图 6、图 8 是

基本量测时，各节点谐波电压幅值与相角的估计

误差。 
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图 4 冗余量测下节点谐波电压幅值估计误差 

Figure.4 Estimated error of the magnitude of the node 

harmonic voltage under redundant measurements 
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图 5 基本量测下节点谐波电压幅值估计误差 

Figure.5 Estimated error of the magnitude of the node 

harmonic voltage under basic 

measurement 1
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图 6 冗余量测时节点谐波电压相角估计误差 

Figure.6 Estimated error of the phase of the node 

harmonic voltage under redundant measurement 
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图 7 基本量测时节点谐波电压相角估计误差 

Figure.7 Estimated error of the phase of the node 

harmonic voltage under basic measurements 
表 6 PMU 所需获取的量测量 

Table.6 The requisite measurements obtained by PMU 

节点电压相量量

测 

2、4、6、9、13、15、17 

支路电流相量量

测 

2、8、9、13、18、19、21、26、27、31、

35 

通过比较图 4、图 5 以及图 6、图 7 可知：

冗余量测时节点谐波电压幅值与相角的估计误

差比基本量测时要大，因此依据量测矩阵秩及条

件数所确定的基本量测时的量测量有效的提高

了谐波状态估计的准确性； 

6 结论 

本文首次将教与学优化算法(TLBO)应用于

满足完全拓扑可观的条件下的电力系统谐波相

量测量单元(PMU)配置数目和安装地点的求解。

本文采用的 TLBO 方法能够确保在包含和不包

含零注入量测两种情况下的电力系统谐波 PMU
最优配置。该方法已在标准测试系统实现，通过

和遗传算法和二进制粒子群算法相比，效率更

高。许多方法需要不同的参数设置，这将影响算

法的性能。GA 要求为交叉概率、变异率和选择

方法的类型；BPSO 要求权重随机修改和速度最

大值。与其他优化算法相比，TLBO 不需要对参

数进行任何调整。但是本文对教学因子进行随迭

代次数进行自适应调整，发现效果和不用调整时

效率相差无几，并且不用调整就可以满足 PMU
优化配置的要求。因此，TLBO 算法的实现比较

简单，并且已经得到了很好的应用。从本文算例

验证结果中发现 TLBO 收敛速度比遗传算法和

BPSO 更快。最后使用 IEEE-14 节点 TLBO 量测
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配置方案进行谐波状态的估计，通过计算谐波电

压的幅值和相角误差发现谐波状态估计精度在

在基本量测的条件下比在冗余量测的条件下更

高。  
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